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Modellizzazione, visualizzazione, inclusivita
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GeoGebra

La visualizzazione :
e la comprensione :

dei concetti e
facilitata dalla

presenza costante

di animazioni in

GeoGebra di figure
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:(&2) Didattica inclusiva e videolezioni

E_I_Rg_l;gg[gi_ delle idee, realizzati in font ad alta leggibilita,
presentano in modo visuale i concetti fondamentali di
ciascuna unita.

Le videolezioni hanno una efficace funzione di tutoraggio.

Visualizzazioni e metodo di studio

La teoria si avvale di schemi e tabelle per visualizzare e collegare,
applica il problem solving e la modellizzazione per comprendere,
propone strumenti per acquisire un corretto metodo di studio

e per tracciare costanti collegamenti con la realta.

Mueovi
Trascinare o seleziceure gli cogeri
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Teorema di Weierstrass

Sia f{x) na funzsione continua in un intervalle
chiuse & limitato [a. b].
Allora f ammette massimo M & minimeo m in [a, b

Quindi esistons x;.x; € [a.b] tali che
M) =) = M) ¥x € [ab]

H massima & § minime possono essere anche
agli estremi dell intervalio.

Queesta condizione & sufficiente ma non necessaria,

e Muswt le crcette nere per moddicans la Runziane.

Muswi i pusti a. B per medifcare Timteraalle. ¢ il punto verde lungo il grafice per explorare il Teorema.

grafici di funzione.
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L’ambiente educativeo digitale
di Colori della Matematica

Le risorse digitali dell’'eBook

In tutte le pagine dell’eBook si trovano icone che segnalano la presenza di una o pi risorse digitali.
Queste risorse espandono il libro di testo e sono di diverse tipologie, ciascuna caratterizzata da un'icona.
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Figure animate

| St Lrenresennees Brevi filmati in cui viene rappresentata una
proprieta matematica o una figura geometrica.

Tale parabola & la corrispondente della parabola avente vertice nell‘origine,
fuoco in F(0, k) e direttrice di equazione y = —k nella traslazione di vettore
#(x,, ¥ ); pertanto la sua equazione sara:

1
Y= =4—k(x--xy)?

Videolezioni
Svolgimenti commentati di ORI La parab0|a
esercizi-modello con richiami Parabola con asse di simmetria parallelo all'asse y
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SITO SASSO VERDE

Tutte le risorse digitali del libro, organizzate per indice
e tipologia, sono disponibili all'indirizzo
sassoverde.deascuola.it.
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PERCORSO
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PERCORSO INVALSI

Ambiente dedicato alla preparazione della
Prova INVALSI di Matematica con palestre
e simulazioni.
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Metodo di studio

Come studiare la Matematica
e utilizzare questo libro

Lo studio della Matematica e questo libro in particolare hanno diversi scopi:

e continuare lo sviluppo delle competenze matematiche che hai acquisito nei corsi pre-
cedenti;

e farti scoprire alcune applicazioni della matematica nel mondo in cui viviamo;

* contribuire a farti acquisire quegli strumenti scientifici sempre pit essenziali per par-
tecipare alla vita sociale con consapevolezza e capacita critica.

Per raggiungere questi scopi, ti diamo qualche consiglio su come
studiare matematica.

Calcolo
delle Probabiljty

B m,.“: 5 colcolo delle propuil Lo studio della matematica, come hai gia avuto modo di con-
g T —— = . g q q . g9
) e L L S statare, richiede impegno e partecipazione. Non puoi impa-
4 ging o o B gy oy i A che . . . . o Q 9
[§) v wﬁz“‘:ﬁmwﬁﬁiﬁﬁmﬁ%mw rare molto limitandoti ad assistere alle lezioni: devi
] Pl o i s g g q 9 8
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con problemi ed esercizi.
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B Dovresti leggere le lezioni di questo libro e cercare di capire cio
che hai letto. A questo proposito ti diamo alcuni suggerimenti:
o leggi lentamente, prestando attenzione a ogni parola e ai sim-
boli;
* rileggi le parti che non ti risultano chiare;
* prova a rifare da solo gli esempi che compaiono svolti nel testo.

Risolvi gli esercizi che trovi al termine di ciascuna Unita, suddi-
visi in paragrafi, con l'aiuto degli esercizi svolti e guidati.

Alla fine di ogni tema trovi una serie di esercizi sulle competenze
che devi acquisire relativamente agli argomenti trattati nel tema
stesso; cerca di risolvere anche gli esercizi verso la prova INVALSI,
simili a quelli che dovrai affrontare in questa prova.
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E Sfrutta le risorse digitali disponibili nell’eBook e nel sito dedi-
cato al libro: potrai trovare costruzioni e animazioni in GeoGe-
bra per affrontare dinamicamente i principali argomenti del
libro, figure animate, esercizi interattivi autocorrettivi, videole-
zioni sulla risoluzione degli esercizi, approfondimenti e schede
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soluzione: sforzati di illustrare cio che stai facendo e di giu-
stificare i vari passaggi, con spiegazioni sintetiche ma esau-
rienti.

ﬂ Quando risolvi un problema, non limitarti a scrivere la tua

Se non riesci a rispondere a una domanda o a risolvere un esercizio immediata-
mente, non preoccuparti! Rileggi la lezione e gli esempi. Se puoi, abbandona mo-
mentaneamente la questione e affrontala in un secondo tempo. Quando qualcosa
non ti ¢ chiaro, poni domande e parlane con altri.

ﬂ Cerca di studiare con spirito critico: la matematica non ¢ solo calcolo, ma ¢é so-

prattutto una forma di pensiero. Nell'epoca di innovazioni tecnologiche in cui
viviamo, questo secondo aspetto ¢ sempre piu essenziale: spesso i calcoli si pos-
sono demandare alle macchine, mentre ¢ essenziale saper ragionare in modo cor-
retto, risolvere e porsi problemi, unire fantasia e razionalita.



Statistica

La statistica € una disciplina all’ordine del giorno. Basta sfogliare un
giornale per trovare dati statistici sui prezzi dei prodotti in com-
mercio, sul gradimento dei programmi televisivi e anche su risultati
politici o economici. In medicina, questa disciplina & uno strumento
di fondamentale importanza per classificare e analizzare la diffusio-
ne delle patologie e i loro legami con i fattori che le determinano.
Inoltre, tutti i settori della scienza impiegano i metodi della statisti-
ca per ordinare e analizzare i dati numerici ottenuti negli esperi-
menti.

Studiando i metodi di presentazione dei dati della statistica scopri-
remo come, mediante opportuni grafici, sia possibile rendere intui-
tivi dati che altrimenti non sarebbero altro che una sterile succes-
sione di numeri. Perd proprio su questo punto bisogna prestare
attenzione: infatti, in alcuni casi chi trae delle conclusioni con grafici
o percentuali lo fa in maniera non corretta, scegliendo la rappre-
sentazione dei dati in base al risultato che vuole suggerire. Studian-
do le Unita di questo Tema capiremo percio quanto sia importante
saper leggere i dati con metodi corretti, senza dover dipendere
dall’interpretazione di altri.

I LL/Y L
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»a
 Unita 1)

Richiami e complementi di statistica
in una variabile

 Unita 2

Statistica bivariata, correlazione
e regressione

PREREQUISITI

@ Proprieta dei numeri reali
@ Rapporti e percentuali

@ Proprieta dei radicali

@ Approssimazioni e stime

@ Utilizzare il linguaggio e i metodi propri
della matematica per organizzare e valutare
adeguatamente informazioni qualitative
e quantitative
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Approfondimenti

Matematica
nella storia

Con GeoGebra

Videolezioni

Esercizi
interattivi

Matematica

nella storia
Lanascitaegli
sviluppidellastatistica

MODI DI DIRE

«Variabile» e «mutabile»
sono, in questo contesto,
sostantivi. Si usa talvolta
parlare di valori di una
variabile, anziché di
modalita di una variabile.

Approfondimento
Le fasi di un‘indagine
statistica

4

Richiami e complementi
di statistica
in una variabile

Richiami di statistica descrittiva

Il primo passo per riprendere lo studio della statistica iniziato nel Volume 1 & cono-
scere il significato di alcuni termini specifici.

DEFINIZIONE | Popolazione e unita statistica

L’insieme degli individui oggetto di un’indagine statistica si chiama popolazione
(o universo o collettivo); ciascun individuo facente parte della popolazione viene
chiamato anche unita statistica.

Alcune indagini statistiche consentono di interpellare tutti i membri della popola-
zione; in altri casi, per motivi di costi e di tempi, bisogna limitarsi a sottoporre le do-
mande o le richieste di informazioni solo a una parte della popolazione, che viene
chiamata campione.

DEFINIZIONE | Carattere

Si chiama carattere la proprieta che ¢ oggetto di studio in un’indagine statistica.

Per esempio, il peso di una persona puo essere un possibile carattere di un’indagine.
In corrispondenza di ogni individuo della popolazione, il carattere oggetto di studio
assume una determinata modalita; per esempio, il carattere «peso» puod assumere in
corrispondenza di un dato individuo la modalita 72 kg, in corrispondenza di un al-
tro la modalita 80 kg e cosi via.

DEFINIZIONE | Modalita

Si chiama modalita ciascuna delle varianti con cui un carattere puo presentarsi; le
modalita osservate si chiamano dati.

I caratteri si classificano secondo le seguenti definizioni.

DEFINIZIONI | Caratteri quantitativi e caratteri qualitativi

Un carattere le cui modalita sono espresse da numeri e detto carattere quantitati-
vo (o variabile), un carattere le cui modalita non sono espresse da numeri ¢ detto
carattere qualitativo (o mutabile).

ESEMPI

Caratteri quantitativi Caratteri qualitativi

e | giorni di assenza di uno studente in | ¢ Il gusto di gelato preferito

un anno scolastico e |l tipo di alimentazione (benzina,
e La quantita, in kilogrammi, di mele diesel o elettrica) delle macchine che
vendute da un negozio in un giorno ci sono in un parcheggio
e Il numero di multe dato in un giorno | ¢ Il colore delle automobili vendute da
dai vigili di una citta un concessionario in una settimana

Le variabili (ovvero i caratteri quantitativi) si classificano ulteriormente a seconda
del tipo di valori che possono assumere.
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DEFINIZIONI

Variabili discrete e variabili continue

Una variabile si dice discreta quando le sue modalita sono esprimibili mediante
numeri interi; si dice continua quando puo assumere (almeno teoricamente) tutti
i valori reali di un determinato intervallo.

Tipicamente, le variabili discrete sono quelle che si rilevano contando (per esempio
il numero dei figli in una famiglia o il numero dei dipendenti di un’azienda), mentre
le variabili continue sono quelle che si rilevano mediante misurazioni (per esempio
il peso di un bambino a una certa eta o la temperatura massima giornaliera registra-
ta a Milano in un dato giorno).

ESEMPI RIASSUNTIVI

Fenomeno Popolazione | Carattere Modalita Tipo
studiato di carattere
Il colore degli Tutti Il colore Verdi, azzurri, | Qualitativo
occhi degli italiani | gli italiani degli occhi marroni ecc.

Altezza (misurata Gli studenti La misura 1,72 m; Quantitativo
in metri) della classe dell’altezza 1,85m; continuo
degli studenti 1,78 m

di una classe

L’anno di nascita Tutti gli iscritti | L'anno ..., 1970, .., Quantitativo
degli iscritti alla palestra di nascita 1981, 1965, | discreto

a una palestra

Distribuzioni di frequenze

Ricordiamo anzitutto alcune definizioni.

Termine Significato

Il numero di volte in cui una modalita e stata
osservata

Frequenza (assoluta)
di una modalita

Frequenza relativa
di una modalita

Il rapporto tra la frequenza assoluta
della modalita e il numero di individui
della popolazione

Frequenza percentuale
di una modalita

La rappresentazione in percentuale della
frequenza relativa

Frequenza cumulata di una
modalita di un carattere quantitativo

La somma delle frequenze di tutte le modalita
minori o uguali a quella considerata

Una prima forma di elaborazione dei dati, volta a ottenere una maggiore sintesi,
consiste nel costruire una tabella in cui riportare, per ciascuna delle modalita diffe-
renti X1, X3, ..., Xk osservate, la rispettiva frequenza assoluta; questa tabella, in cui si
aggiunge di solito un’ultima riga in cui si riporta il totale n delle frequenze (Tab. 1),
¢ detta distribuzione di frequenze del carattere esaminato. Il numero n rappresenta
il numero complessivo di unita della popolazione. Nella costruzione della tabella bi-
sogna ricordare, se il carattere € quantitativo, di ordinare le modalita in senso cre-
scente.

In modo del tutto analogo si possono costruire le distribuzioni di frequenze rela-
tive o percentuali, sostituendo le frequenze assolute con quelle relative o percen-
tuali.

popolazione

unita statistiche

||II \\\MH-‘M“"-—

su di esse
_ viene
rilevato il

carattere

che puo essere
qualitativo

quantitativo

discreto continuo

Tabella 1
X Frequenze
X fi
X2 f
Xk fi
Totale n
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ESEMPIO  Distribuzione di frequenze

Supponiamo di avere rilevato, in una classe di una scuola, il colore degli occhi degli
allievi. 11 risultato della rilevazione fornisce i cosiddetti dati grezzi, che abbiamo
raccolto nella seguente tabella in cui a ogni unita statistica (cioe a ogni studente) &
stata associata la modalita del carattere osservata, cioe¢ il colore nero (N), marrone
(M), azzurro (A) o verde (V).

Studente 11234 (5[6|7]|8]9|10(11(12|13|14|15[16(17|18

Colore

d..NMANNMAVVMMNNVVNMN
egli occhi

Associando a ogni modalita la sua frequenza assoluta, la tabella dei dati grezzi si
sintetizza nella seguente, che rappresenta la distribuzione di frequenze del carattere

esaminato.
Colore degli occhi Numero di studenti
Nero 7
Marrone 5
Azzurro 2
Verde 4
Totale 18

In alcuni casi, prima di costruire la tabella che rappresenta la distribuzione di fre-
quenze, ¢ utile accorpare le modalita in intervalli tra loro disgiunti, detti classi.

ESEMPIO  Distribuzione di frequenze suddivisa per classi

Nella stessa classe in cui prima abbiamo rilevato il colore degli occhi degli studenti,
rileviamo ora la loro statura. 1l risultato della rilevazione fornisce i dati grezzi rias-
sunti nella seguente tabella.

Studente |12 (3|4 |5(6(|7 (8|9 [10|11(12(13|14(15|16|17(18

Altezza 1731164 (1741180(182]176(184]|185[170 | 172 (186 [ 167 | 188 | 183|168 1176|184 |178
(in cm)

Suddividendo le possibili altezze degli studenti (misurate in centimetri) nei seguen-
ti intervalli:

(160, 165]; (165, 170]; (170, 175]; (175, 180]; (180, 185]; (185, 190]

otteniamo la distribuzione di frequenze rappresentata nella tabella seguente.

Altezza (in cm) Frequenza
(160, 165] 1
(165, 170] 3
(170,175] 3
(175, 180] 4
(180, 185] 5
(185, 190] 2
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Principali rappresentazioni grafiche

Esiste una grande varieta di grafici utilizzati in statistica, ma i pitl importanti si posso-
no ricondurre alle quattro categorie di cui puoi vedere alcuni esempi nella tabella se-
guente: diagrammi a barre, diagrammi circolari, diagrammi cartesiani e istogrammi.

Diagramma a barre
(rettangoli distanziati)

Diagramma circolare

Diagramma cartesiano

Istogramma
(rettangoli affiancati)

Voti in un compito in classe

Frequenza

Colore degli occhi
in un insieme di persone

Omarroni Mazzurri Everdi

Andamento del prezzo
di un prodotto

Prezzo

4 : :

3 ; .

2 E i

1 E 5

0 ! !
o < O [ce] o
S © © 9 =
o o (=) o o
(gl (g] o o (g}

Anni

Numero di impiegati
in un’azienda per fasce d’eta

Numero
di impiegati

2200 [§

[20,35) [35,50) [50,65)
Fasce d’eta

! Richiami sugli indici di posizione e di variabilita

Il caso in cui € data una distribuzione di dati grezzi

Ciriferiamo a un carattere quantitativo X, di cui sono stati osservati i valori x1, X3, ...

SN Esercizi p. 24

3 Con GeoGebra
Indici di posizione

;xn-

Termine

Definizione

Esempio

Media aritmetica

X1 t+X2+ ...+ X

ﬂ:)_(:

La media dei tre numeri 2, 4 e 6 &:

(o Scarto quadratico
medio)

(indicata con X o con ) n 2+4+6
X=———7=4
3
Mediana Ordinati i numeri x1, X2, ..., X, in senso | La mediana dei tre numeri:
crescente (o decrescente) la loro 4,5,6 n =3 (dispari)
mediana e: .
— il numero che occupa la posizione € il numero 5.
centrale, se n & dispari; La mediana dei quattro numeri:
- la media aritmetica dei due numeri 4,5,6,7 n = 4 (pari)
che occupano le posizioni centrall, ¢ la media aritmetica dei due numeri che
e ne par. occupano le posizioni centrali, quindi e
5+6 11
2 2
Moda Il dato (o i dati) che hanno la massima | Datiinumeri, 2, 3, 4, 3 lamoda € il numero 3,
frequenza. che compare con frequenza massima, uguale a 2.
Varianza 2_y (X1 — %)%+ 4 (X — %)? Consideriamo i due numeri 4 e 8.
o' = = ~
(indicata con V n La loro media aritmetica e:
2
ocono - 4+8
) oppure % -ZF _6
z_v_xf+...+x5 s .
o =V= n La loro varianza, in base alla seconda formula, e:
42 82
R2oy=2E8 g2y
2
Deviazione standard o=VV La deviazione standard di 4 e 8, in base alla

varianza poc’anzi calcolata, & o = V4 = 2.
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La media, la moda e la mediana sono detti indici di posizione, mentre la varianza e
la deviazione standard sono detti indici di variabilita. Gli indici di posizione e di va-
riabilita consentono di sintetizzare in pochi numeri significativi le principali caratte-
ristiche del fenomeno indagato. In particolare, gli indici di variabilita forniscono in-
formazioni sull’attitudine di un fenomeno a manifestarsi sulle varie unita statistiche
con modalita diverse e distanti tra loro.

Il caso in cui € data una distribuzione di frequenze

Nel caso che sia assegnata una distribuzione di frequenze, occorre tenere presente
che:
e per il calcolo della media e della varianza si utilizzano le formule seguenti:

xifi +xf + o+ xifi ) xf-ﬁ%—...—i—x,%-fk_yz

*= h+fHo+...+f 7= A+ +fe

dove x1, X3, ..., X sono i valori osservati, rispettivamente con frequenze f;, f5, ...,
fi> del carattere (quantitativo) X in esame; indicando con f;, f;, ..., fy, rispettiva-
mente le frequenze relative di x;, X, ..., Xk, le formule precedenti possono essere
espresse anche nelle forme equivalenti:

x :_xlfﬁ +x2f72 + ... +xkﬁkJ o’ :IXT ‘fn + ...+ X,% 'frk — J_CZI

L = T
utilizzando le frequenze relative utilizzando le frequenze relative

e per il calcolo della mediana conviene ricorrere al calcolo delle frequenze cumula-
te, come spiegato nel prossimo esempio.

ESEMPIO  Valori medi nel caso di una distribuzione di frequenze

Un’indagine effettuata su un campione di famiglie ha prodotto la distribuzione di fre-
quenze rappresentata nella tabella qui sotto. Determiniamo la media, la mediana, la mo-
da e la deviazione standard della distribuzione.

Numero di figli per famiglia Frequenza
0 9
1 27
2 40
3 20
4 3
5 1

* Il numero medio di figli per famiglia ¢ dato dalla formula:

0-941-2742-40+3-20+4-3+5-1 184

*= 927 +40 +20 +3 + 1 oo M
e Per il calcolo della mediana determiniamo preliminarmente le frequenze cumu-
late:
Numero di figli per famiglia Frequenza Frequenza cumulata
0 9 9
1 27 9+27= 36
2 40 36 +40 =76
3 20 76 +20 =96
4 3 96+3= 99
5 1 99+1 =100
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Il numero complessivo di famiglie intervistate ¢ n = 100 (ultima frequenza cu-
mulata). Le due famiglie che occupano le posizioni centrali sono la cinquantesi-
ma e la cinquantunesima. Dalla colonna delle frequenze cumulate deduciamo
che le famiglie dalla numero 37 alla numero 76 hanno 2 figli, quindi in partico-
lare hanno 2 figli le famiglie corrispondenti alle due posizioni centrali. La me-
diana ¢, per definizione, la media fra i figli di queste due famiglie, dunque ¢ 2.

* La moda della distribuzione e chiaramente «2», che corrisponde alla massima
frequenza (uguale a 40).

 La varianza ¢ data dalla formula:

, 02-9+4+1%2.274+22.40+3%-20+4%-3+5%1
g =
9427 +40+20+3+1

e la deviazione standard e quindi:

o =+/1,0144 ~ 1,007

— (1,84)* = 1,0144

Il caso in cui € data una distribuzione suddivisa per classi

Se ¢ data una distribuzione di frequenze suddivisa per classi, non ¢ possibile deter-
minare i valori esatti di media e mediana (perché non conosciamo esattamente i va-
lori osservati all'interno di ciascuna classe); tuttavia e possibile calcolare delle loro
approssimazioni, come mostriamo nel prossimo esempio, assumendo che tutti i valo-
ri osservati all'interno di una classe siano uguali al valore centrale della classe stessa.
Nel caso di distribuzioni di frequenze suddivise per classi, si definisce inoltre come
classe modale:

e quella (o quelle) con frequenza massima, se le classi hanno la stessa ampiezza;

* quella (o quelle) con la massima densita di frequenza, se le classi hanno ampiezza
diversa (in questo caso, infatti, bisogna «depurare» la frequenza dall’'influenza do-
vuta all’ampiezza e per farlo si pongono a rapporto frequenza e ampiezza: difatti,
pit ampio e lintervallo, piu e facile che la frequenza sia elevata per effetto del-
I'ampiezza dell'intervallo).

Anche per il calcolo della varianza (e quindi quello della deviazione standard) si so-

stituisce ogni classe con il corrispondente valore centrale, in modo da ricondursi a

una distribuzione di frequenze.

ESEMPIO  Valori medi nel caso di una distribuzione suddivisa in classi

Un’indagine effettuata su un campione di individui ha prodotto la distribuzione di fre-
quenze in Tab. 1. Determiniamo:

a. la media b. la mediana c. la classe modale d. la deviazione standard

della distribuzione.

Tabella 1
Peso (inkg) [40 <p <50 [50<p<60 [60<p<70|70<p<80|80<p<90
Frequenza |16 48 45 8 3

a. Assumendo che i dati osservati all'interno di ciascuna classe coincidano con il
suo valore centrale, siamo ricondotti al calcolo della media della seguente distri-
buzione di frequenze in Tab. 2:

Tabella 2
Peso (in kg) 45 w 55 » 65 w 75 - 85 »
Frequenza 16 ) 48 ) 45 ) 8 3 )
/ /
40—&—50:45 50+60:55 60+7O:65 70+80:75 80+90:85
L2 | L2 : L2 : oL 2 : L2 : ]
valore centrale valore centrale valore centrale valore centrale valore centrale
della classe della classe della classe della classe della classe
40 < p< 50 50<p< 60 60<p<70 70 < p< 80 80<p<90

RIFLETTI

1. Il significato della
mediana e il seguente:
almeno il 50% delle famiglie
hanno un numero di figli
maggiore o ugualea 2 e
almeno il 50% delle famiglie
hanno un numero di figli
minore o uguale a 2.

2. Nell’'esempio qui a

fianco la mediana e la moda
coincidono. In generale non
e detto che cio avvenga.

RICORDA

Si chiama densita di
frequenza il rapporto trala
frequenza della classe e la
sua ampiezza.




ATTENZIONE!

Il metodo di calcolo
approssimato della mediana
per un carattere suddiviso in
classi esposto si basa come
detto sull’assunzione che
tutti i valori osservati
(ignoti) che cadono
all'interno della classe
mediana siano uguali al
valore centrale della classe.
Questa ipotesi non é tuttavia
I'unica possibile. Per
esempio, un’altra ipotesi e
quella della distribuzione
uniforme: in mancanza di
informazioni su dove cadono
i valori osservati all'interno
di una classe, si suppone che
essi siano distribuiti in modo
uniforme ed equidistante
lungo tutto l'intervallo.

Noi abbiamo scelto I'ipotesi
del valore centrale (che
peraltro e quella adottata
dalla maggior parte dei
software statistici) per la sua
semplicita, ma e bene sapere
che, adottando ipotesi
diverse, si puo giungere a
valori della mediana
leggermente differenti.
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A questo punto il peso medio medio p puo essere ricavato con una media arit-
metica ponderata:

45-16455-48 +65-45+75-8485-3 119
16 +48 + 45+ 8 + 3 2

5= ~ 59,5 (kg)

b. Per individuare la mediana della distribuzione, ¢ utile calcolare le frequenze cu-

mulate (Tab. 3):

Tabella 3
Peso (in kg) 40<p<50|50<p<60|60<p<70|70<p<80|80<p<90
Frequenza 16 48 45 8 3
L ¥ ¥ A r
Frequenza ¢ 5F # + ¢ s ¢ AR
cumulata 16~ 64~ 109 117 120

II collettivo e composto complessivamente da 120 individui (pari); la mediana e
data percio dalla media fra il sessantesimo e il sessantunesimo peso osservato.
Dalla riga delle frequenze cumulate si deduce che i pesi osservati dal numero 17
al numero 64 appartengono alla classe 50 < p < 60. Assumiamo pertanto che il
sessantesimo e il sessantunesimo peso osservato siano uguali a 55 (valore centra-
le della classe 50 < p < 60) e concludiamo che il peso mediano e 55 kg.

. Dal momento che le classi hanno la stessa ampiezza (uguale a 10), la classe mo-
dale e quella che ha maggiore frequenza, ossia 50 < p < 60.

d. La varianza ¢ data dalla formula:

,  45°-16455"-48 + 65 -45+ 757 -84 85" -3
B 16 +48 +45+8 43

e la deviazione standard € quindi o ~ /108,1 ~ 10,4.

—(59,5)* ~ 108,1

g

Proprieta degli indici di posizione e di variabilita
Lasciamo a te le dimostrazioni dei prossimi teoremi, che esprimono alcune proprieta
della media aritmetica, della varianza e della deviazione standard.

TEOREMA 1 | Proprieta della media aritmetica

a. La media aritmetica X di #» numeri xi, x,, ..., X, € quel valore che, sostituito al
posto di ciascuno di essi, lascia invariata la loro somma complessiva:
X1+ X3+ ... +Xn=§+ ............... +7|=7’l'.9_6
L 1= .
nvolte
b. La somma delle differenze tra ciascuno degli # numeri x;, x,, ..., x, e la loro
media aritmetica x e uguale a zero:

(1 = %)+ (%2 — %) + e +(x,—%X)=0

c. Supponiamo che un insieme X di numeri venga suddiviso in due sottoinsie-
mi disgiunti A e B, formati rispettivamente da n ed m elementi, tali che
AUB = X. Se gli elementi di A hanno media aritmetica a@ e gli elementi di
B hanno media aritmetica b, allora la media aritmetica X degli elementi di X
¢ la media aritmetica ponderata di @ e b, con pesi uguali a 1 ed m:

E-n—i-z-m

n—+m

% =
d. Sia k un numero reale. Se x é la media aritmetica dei numeri X, X3, ..., Xu,

allora:

¢ la media aritmetica dei numeri x; + k, x, + k, .., x, + k& x + k;
e la media aritmetica dei numeri kxi, kx;, ..., kx,, € kx.
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TEOREMA 2 | Proprieta della varianza e della deviazione standard

a. Sia k un numero reale; se a tutti i numeri x;, X2, ..., X, si aggiunge (o si toglie)
k, la varianza e la deviazione standard restano invariate.

b. Sia k un numero reale; se tutti i numeri x;, x5, ..., X, vengono moltiplicati per k,
allora:
e la varianza dei nuovi numeri ottenuti risulta moltiplicata per k* rispetto alla
varianza dei numeri originari;
e la deviazione standard dei nuovi numeri ottenuti risulta moltiplicata per |k|
rispetto alla deviazione standard dei numeri originari.

ESEMPI

a. La varianza e la deviazione standard dei numeri 105, 101, 102, 103 sono rispetti-
vamente uguali alla varianza e alla deviazione standard dei numeri 5, 1, 2, 3 (es-
sendo questi ultimi ottenuti sottraendo 100 da ciascuno dei precedenti).

b. Sapendo che la varianza e la deviazione standard dei due numeri 4 e 8 valgono
0? = 4 e 0 = 2, possiamo immediatamente concludere che la varianza e la de-
viazione standard dei numeri 12 e 24 (ottenuti moltiplicando per 3 i numeri ori-
ginari) sono:

(o' =32-4=36 0=3.2=6

La deviazione standard € un indice particolarmente importante, perché tramite esso
e possibile dedurre informazioni sulla distribuzione dei dati intorno alla media. Si
puo infatti dimostrare che, qualsiasi sia la distribuzione dei dati, detta x la loro me-
dia e o la loro deviazione standard:

e almeno il 75% dei dati cade nell'intervallo (x — 20, X + 20);

e almeno I'89% dei dati cade nell'intervallo (x — 30, X + 30).

Puoi quindi comprendere che, quanto pit la deviazione standard e piccola, tanto piu
la maggior parte dei dati ¢ «vicina» alla media. Vedremo nel Paragrafo 5 che, se la di-
stribuzione delle frequenze dei dati € approssimativamente «a forma di campana, &
possibile stabilire relazioni ancora piu precise circa la quantita di dati della distribu-
zione che cadono a una distanza di una, due o tre deviazioni standard dalla media.

Confronto della variabilita

La varianza e la deviazione standard sono indici che dipendono dall'unita di misura
e dall’ordine di grandezza dei dati. Pertanto non avrebbe senso confrontare le devia-
zioni standard di due fenomeni misurati con unita di misura diverse, né fenomeni
misurati con la stessa unita di misura ma tali, per esempio, che gli ordini di grandez-
za delle misure di un fenomeno siano molto maggiori degli ordini di grandezza delle
misure dell’altro.

Per eseguire il confronto fra la variabilita di due fenomeni occorre utilizzare una mi-
sura della variabilita «depurata» dall’influenza dell’'unita di misura e dell’ordine di
grandezza dei dati. Questo obiettivo si puo raggiungere costruendo il rapporto tra la
deviazione standard e un valore che sintetizzi 'ordine di grandezza delle modalita
del fenomeno osservato e che sia espresso nella medesima unita di misura: il valore
piu noto che soddisfa queste ultime proprieta e la media aritmetica. In definitiva, al-
lora, si definisce il seguente indice:

DEFINIZIONE | Coefficiente di variazione

Si chiama coefficiente di variazione Cy di un insieme di dati, la cui media aritme-
tica € X e la cui deviazione standard e o, il rapporto tra la deviazione standard e la
media aritmetica stessa:

Cy=— conXx # 0

Tutte le volte che saremo interessati a confrontare la variabilita di due fenomeni, in
base a quanto detto sopra, sara opportuno confrontare non le loro deviazioni stan-
dard, bensi i loro coefficienti di variazione.
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Con GeoGebra APPROFONDIMENTO La media armonica e la media geometrica

Medie a confronto

(&)
hd

La media aritmetica ha I'importante proprieta di mantenere invariata la somma
dei dati, quando venga sostituita a ciascuno di essi. Ci sono pero svariati problemi
per risolvere i quali la media «giusta» non ¢ quella che conserva la somma, ma
qualche altro aspetto (per esempio il prodotto). Discutiamo ora alcuni di questi
problemi e, prendendo spunto da essi, definiamo delle nuove medie.

La media armonica

4 PROBLEMA

Marco, per preparare un esame, deve studiare un testo di 300 pagine. Egli deci-
de di studiare il libro due volte: la prima volta alla velocita di 10 pagine al gior-
no e la seconda alla velocita di 30 pagine al giorno. Rispettando il programma,
il tempo necessario alla preparazione completa sara di:

300 | 390 _ 351 10 — 40 giorni

b= = iorni
10 30 e

e tempo totale

tempo tempo
prima seconda
lettura lettura

Prima di iniziare, Marco cambia idea: vuole leggere lo stesso numero di pagine
al giorno in entrambe le fasi di studio, finendo sempre in 40 giorni. Quante pa-
gine deve studiare al giorno?

Se calcoliamo la media aritmetica tra 10 e 30 troviamo 20, ma non funziona: con
20 pagine al giorno lo studio viene esaurito in 30 giorni, non in 40. Per trovare la
soluzione corretta, risolviamo il seguente problema pit generale: indicate con v; e
v2 le velocita di lettura programmate inizialmente per le due fasi di studio, cer-
chiamo la velocita v che, applicata a entrambe le fasi, lascia invariato il tempo to-
tale di studio. Trovare v equivale a risolvere I'equazione:

300 300 300 300
+ +

V1 12 v v
L ] L T J J
tempo tempo tempo di due
prima seconda letture alla stessa
lettura lettura velocita v

Dividendo i due membri per 300 si ha 'equazione equivalente:

1 1 1 1
o | ot e | e (1]
V1 1% v v

da cui si ottiene: v = 2
o oT L1, 1 (2]
2 V1 1%)
Sostituendo nella [1] i dati corrispondenti al problema iniziale (v; =10 e
v, = 30) si ottiene v = 15: la soluzione corretta dunque ¢ 15 pagine al giorno.
Se rifletti sulla [2] puoi renderti conto che la velocita v ha la proprieta di lasciare in-

variata la somma dei reciproci di v; e v,, quando venga sostituita a v; e v,. E questa
la proprieta che caratterizza la media armonica, che si puo definire come segue.

DEFINIZIONE | Media armonica

Dati n numeri x;, X2, ..., X, tutti diversi da zero, si definisce loro media armo-
nica, m, il reciproco della media aritmetica dei loro reciproci, cioe si pone:

m= ossia m =
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ESEMPIO  Applicazione della media armonica

Il percorso di una gara ciclistica & costituito da un circuito ripetuto tre volte. Un cor-
ridore percorre i tre giri alle velocita rispettive di 25 km/h, 35 km/h e 49 km/h. Qual
e la velocita, uguale in tutti e tre i giri, che avrebbe consentito di giungere al tra-
guardo nello stesso tempo?

Ragionando in modo simile al problema poc’anzi esaminato, si conclude che la
velocita richiesta ¢ la media armonica delle velocita dei tre giri:

3 3675
1 1 109

Vi =

1 ~ 33,72 km/h

25 ' 35 ' 49

La media geometrica

4 PROBLEMA
Dato un rettangolo i cui lati misurano a e b, quale deve essere la misura m del
lato di un quadrato affinché questo abbia la stessa area del rettangolo?

La condizione richiesta dal problema si traduce nell’equazione:
m=+a-b

Il valore m che abbiamo trovato ha la seguente proprieta: sostituito al posto di a e
b, ne lascia invariato il prodotto; € questa la proprieta che caratterizza la media
geometrica, che si puo definire come segue.

m*=a-b da cui

DEFINIZIONE | Media geometrica

Dati n numeri positivi x1, Xy, ..., X, si definisce loro media geometrica la radi-
ce n-esima del loro prodotto:

WX1 X+ e X

Si ricorre alla media geometrica quando si vuole conservare il prodotto di piu va-
lori.

ESEMPIO  Applicazione della media geometrica

Un risparmiatore ha investito 10 000 euro in un investimento di 2 anni: alla fine del
primo anno gli verra corrisposto un tasso di interesse del 2% sul capitale investito,
alla fine del secondo anno un tasso di interesse del 3% calcolato sul capitale com-
plessivo, ottenuto come somma del capitale iniziale e dell'interesse maturato I'anno
precedente. Qual ¢ il tasso di interesse che, applicato uguale per entrambi gli anni,
lascia invariato il capitale finale ottenuto allo scadere dell’investimento?

Per calcolare il capitale al termine del secondo anno occorre moltiplicare il ca-
pitale investito per i coefficienti di incremento (1 + tasso di interesse) corri-
spondenti a ciascuno dei due anni. Il capitale finale sara quindi dato da:

10000 - (1 +0,02) - (1 + 0,03)

T T
coefficiente coefficiente

capitale
iniziale diincremento diincremento
relativo relativo
al 1° anno al 2° anno

11 coefficiente di incremento (non il tasso di interesse!) che, applicato per tutti e
due gli anni, lascia invariato il capitale finale e quello che conserva il prodotto
dei due coefficienti (1 + 0,02) e (1 4 0,03), quindi e la loro media geometrica:

v 1,02 - 1,03 ~ 1,025

, 2,5 . . ..
Poiché 1,025 =1 +0,025 =1 + 100’ deduciamo che il tasso di interesse che,

applicato tutti e due gli anni, lascia invariato il capitale finale ¢ circa il 2,5%.

RICORDA

Se a > 0, la radice n-esima di
a, indicata con /a, € l'unico
numero reale non negativo
che, elevato a n, da come
risultato a. Per esempio:

V27 = 3,16 = 2.

RICORDA

Se un numero x (in questo
caso il capitale) aumenta del
p%, il suo valore diviene
uguale a:

X(1*’1go)

=\ Esercizi p. 27
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! Rapporti statistici

Il confronto di dati statistici

Per confrontare e interpretare correttamente dati quantitativi provenienti da analisi
statistiche ¢ spesso utile calcolare opportune differenze e rapporti tra i dati stessi.

ESEMPI  Confronto di dati mediante differenze e rapporti

Supponiamo di sapere che il fatturato di un’azienda nel 2015 ¢ stato di 4 milioni di
euro e nel 2016 ¢ stato di 4,5 milioni di euro.

Per confrontare i fatturati dei due anni possiamo procedere in molti modi diversi;

per esempio:

a. calcolandone la differenza: 4,5 — 4 = 0,5, vale a dire: il fatturato dell’azienda &
cresciuto di 0,5 milioni di euro dal 2015 al 2016;

4,5
b. calcolandone il rapporto: T 1,125, vale a dire: per ogni milione di euro di fat-

turato realizzato nel 2015, 'azienda ha fatturato 1,125 milioni di euro nel 2016;
45 —4 0,5 ..
c. calcolandone la differenza relativa: — = = = 0,125, vale a dire: il fattu-

rato nel 2016 ¢ cresciuto del 12,5% rispetto al 2015.

Come messo in luce dagli ultimi due esempi, per il confronto di dati quantitativi e
particolarmente utile e frequente I'utilizzo dei cosiddetti rapporti statistici. Un rap-
porto statistico € un rapporto tra due dati, di cui almeno uno deve essere di natura
statistica (cioe riferirsi a un collettivo), tra i quali sussiste qualche legame logico.

Esempio Controesempio

Il rapporto tra il numero dei nati in un Il rapporto tra la lunghezza di una

dato anno e il numero complessivo delle | circonferenza e il suo diametro non € un
unita della popolazione & un rapporto rapporto statistico (nessuno dei due dati
statistico. e di natura statistica).

e

Esistono molti tipi di rapporti statistici; qui ci limiteremo a descrivere alcuni dei pit
comuni e importanti, precisamente: i rapporti di composizione, coesistenza, deriva-
zione, densita e i numeri indice.



Unita 1 Richiami e complementi di statistica in una variabile

Rapporti di composizione, coesistenza, derivazione e densita

Tipo di rapporto

Definizione

Esempi

Osservazioni

di composizione

E il rapporto tra
due dati, di cui
quello al
numeratore &
parte di quello al
denominatore.

— Il tasso di occupazione, definito come
rapporto tra il numero di occupati
e la totalita della popolazione
(o la totalita della popolazione di eta
superiore o uguale a 15 anni).

— Il tasso di disoccupazione, definito
come rapporto tra il numero
di persone in cerca di lavoro
e il numero di persone in forza
di lavoro (ossia il numero
complessivo di persone occupate
e in cerca di occupazione).

— Le frequenze relative, ossia i rapporti
tra le frequenze assolute e il numero
complessivo di unita di un collettivo,
sono particolari rapporti di
composizione.

— Un rapporto di composizione
& sempre compreso traO e 1
ed & privo di unita di misura.

— La somma di tutti i rapporti
di composizione relativi a una stessa
distribuzione e sempre uguale a 1
(o a 100% se i rapporti sono espressi
in percentuale).

di derivazione

Eil rapporto tra
due dati, di cui
quello al
denominatore &
la causa o il
presupposto logico
di quello al
numeratore.

— L'indice di sofferenza, definito per una
banca come rapporto tra fidi
rientrati e fidi concessi.

— Considerando la popolazione come
la «causa» di molti fenomeni
demografici quali nascite, morti,
matrimoni, si considerano rapporti
di derivazione, per esempio, I'indice
di natalita (definito come rapporto
tra il numero dei nati e la
popolazione in un certo anno),
I"indice di mortalita (definito
analogamente), I'indice di nuzialitd
(rapporto tra il numero di matrimoni
e la popolazione in un dato anno).

— Non sempre i rapporti di derivazione
danno luogo a un numero compreso
tra 0 e 1; per esempio,

il rapporto tra la quantita prodotta di
un dato bene e il numero di ore
necessarie per produrre quella
quantita puo dare luogo a un
rapporto maggiore di 1.

— Non sempre un rapporto di
derivazione ¢ privo di unita di misura
(cio accade solo se i due termini che
vengono posti a rapporto sono
omogenei tra loro).

di coesistenza

Eil rapporto tra
le frequenze di
due diverse
modalita di un
carattere su un
medesimo collet-
tivo.

— Il rapporto tra il numero dei nati
maschi rispetto alle nate femmine di
una popolazione in un dato anno
(detto rapporto di mascolinitd alla
nascita).

— Il rapporto tra la popolazione
di 65 anni o piu e la popolazione
fino a 14 anni di eta in un dato anno
(detto indice di vecchiaia).

- Le due modalita di cui si mettono
a rapporto le frequenze sono spesso
due modalita «antitetiche» per le
quali € interessante lo studio relativo.

- Un rapporto di coesistenza puo
assumere valori maggioridi 1 ed e
costituito da un numero puro, ossia
privo di unita di misura.

di densita

Eil rapporto tra
un dato e una
misura (I'area o il
volume o altro)
del campo in cui
il dato viene
osservato.

— La densitd di popolazione di una
localita, definita come rapporto
tra il numero di abitanti di quella
localita e I'area della sua superficie.

- La densitd abitativa di un complesso
residenziale, definita come rapporto
tra il numero di abitanti
del complesso e il suo volume.

— La densita automobilistica, definita
come rapporto tra il numero
di autovetture immatricolate
e la popolazione residente
(in questo caso la «<misura»
del campo in cui il dato viene
osservato, ossia della popolazione,
e la numerosita della popolazione
stessa).

- Un rapporto di densita confronta
due grandezze non omogenee,
ed é percio dotato di una unita
di misura.

— Puo assumere valori maggiori di 1.
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E importante fare alcune osservazioni.

1. I rapporti analizzati in tabella non sono mutuamente esclusivi, ossia una stessa ti-
pologia di rapporto puo rientrare in classi diverse.
Per esempio, i rapporti di composizione possono anche considerarsi particolari
rapporti di derivazione; non sempre pero € vero il viceversa: per esempio, il rap-
porto tra il fatturato di un’azienda e il numero di dipendenti dell’azienda puo
considerarsi un rapporto di derivazione, ma non e un rapporto di composizione.

2. L'utilizzo dei rapporti statistici agevola i confronti perché permette di «depura-
re» i dati dai fattori che li influenzano, come mostriamo nell’esempio seguente.

ESEMPIO  Utilizzo di un rapporto statistico

Abbiamo a disposizione i sequenti dati (fonte: Italia in cifre, Istat, 2011):

Area geografica Occupati Forze di lavoro
Nord 11905 12574
Centro 4832 5209
Sud 6288 7187
Italia 23025 24970

In quale area geografica la situazione, in termini di occupazione, & migliore? E in quale e
peggiore?

In questo caso non sarebbe corretto un confronto basato soltanto sui dati assoluti,
poiché il numero di occupati dipende chiaramente dalla numerosita della popola-
zione nell’area geografica considerata.

Per un confronto corretto dobbiamo «depurare» i dati da questo fattore, ossia met-
tere a rapporto il numero degli occupati di ciascuna area geografica con la corri-
spondente forza di lavoro. Costruiamo cosi i rapporti di composizione in quest’al-

tra tabella:
Area geografica | Rapporti tra occupati e forze
di lavoro
11905
~ — 950
Nord 12574 ~0,95=95% <
4832
——C ~ — 930 4
Centro 5200 = 0,93 =93% N
6288 Rapport.l fj'
- ~ — 870, + composizione
Sud 187 = 0,87 =87%
23025
i ~ — 9204, +
Italia 54970 = 0,92 =92%

Dall’analisi dei rapporti (espressi sotto forma di percentuale) vediamo che:

¢ la situazione migliore si registra al Nord, con una percentuale di occupati del
95%;

* la situazione peggiore si ha invece nel Sud, con una percentuale di occupati che e
solo dell’87%.

Osserva che, mentre nel Nord si registra anche il maggior numero di occupati in
termini assoluti, il minore numero di occupati in termini assoluti non si ha nel Sud
bensi nel Centro (che presenta pero una situazione migliore in termini di occupa-
zione rispetto al Sud, essendo il tasso di occupati del 93%).
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Numeri indice

Nelle applicazioni economiche e sociali € molto frequente imbattersi nell’analisi di
una serie storica, cioe di dati che derivano dall’osservazione di uno stesso fenomeno
(quantitativo) a intervalli regolari di tempo.

ESEMPIO  Serie storica

La seguente tabella, che riporta il numero di biglietti venduti al cinema in Italia a
intervalli regolari di 3 anni dal 2006 al 2015, rappresenta una serie storica.

Anno | Biglietti venduti al cinema
(in migliaia)

2006 100911

2009 105030

2012 104980

2015 109229

Poiché nell’analisi di una serie storica interessa studiare 'evoluzione di un fenomeno
nel tempo, non avrebbe senso costruire una distribuzione di frequenze (perché si
perderebbe proprio una delle informazioni fondamentali, ossia I'ordine temporale in
cui sono state osservate le varie modalita); spesso risulta invece utile costruire parti-
colari rapporti statistici, detti numeri indice, che consentono di quantificare la va-
riazione del fenomeno tra due diversi istanti temporali.

DEFINIZIONE | Numero indice

Si chiama numero indice il rapporto tra due modalita di un carattere quantitativo
rilevate in due differenti istanti temporali.

Se indichiamo con x3, X, ..., x¢ le varie modalita osservate, rispettivamente negli
. . . T . g . Xi
istanti temporali 1, 2, ..., , un numero indice & quindi un rapporto del tipo —, con

Xj
ije{l,2, ..t}
Esistono due tipologie di numeri indice, a base fissa e a base mobile.

¢ I numeri indice a base fissa si costruiscono scegliendo un istante temporale come
base (in generale listante iniziale di rilevazione) e costruendo la sequenza dei nu-
meri ottenuti rapportando ciascuna modalita osservata con la modalita corrispon-
dente all'istante-base, diciamo x;; si ottengono cosi esattamente t numeri indice a
base fissa:
X1 X Xt
X1 ’ X1 T X1
e I numeri indice a base mobile si costruiscono rapportando ciascuna modalita x;
con la modalita x;_; relativa all’istante temporale precedente. La base (ossia il de-
nominatore) cambia in ogni rapporto, motivo per cui si parla di base mobile. I rap-
porti di questo tipo possono costruirsi solo a partire dal secondo istante di rileva-
zione (perché altrimenti non sarebbe definito il termine precedente); dunque si
avranno esattamente ¢ — 1 numeri indice a base mobile:

X2 X3 Xt

X1 X2 Xt—1

OSSERVA
Quando si rileva un

fenomeno ripetutamente nel

tempo, le unita statistiche
sono gli istanti temporali di
osservazione; nell’esempio
qui a fianco, i quattro anni:
2006, 2009, 2012, 2015.

MODI DI DIRE
Una sequenza dei numeri

indice (a base fissa o mobile)

viene anche chiamata serie
di numeri indice.



OSSERVA

Per determinare le variazioni
percentuali basta calcolare le
differenze tra i rapporti
espressi in percentuale e il
100%; per esempio,
relativamente ai numeri
indici a base fissa e mobile
corrispondenti al 2012:
104% — 100% = +4%
99,9% — 100%= —0,1%
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ESEMPIO  Numeri indice a base fissa e mobile

Calcoliamo, per la serie storica rappresentata nell’esempio precedente, i numeri indice a
base fissa (scegliendo come anno base il 2006) e i numeri indice a base mobile.

Organizziamo il lavoro nella seguente tabella.

Anno |Biglietti Numeri indice a base fissa | Numeri indice a base
venduti al (anno base 2006) mobile
cinema
(migliaia)
2006 (100911 1 =100% Non definito
105030 105030
T~ — o | —— 77 ~ _ 0
2009 (105030 100917 ~ 1,041 =104,1% 100917 ~ 1,041 =104,1%
104980 104980
—_ ~ — 0 77 o _ 0
2012 |[104980 100917 ~ 1,040 = 104% 105030 ~ 0,999 = 99,9%
109229 109229
— " ~ — o | — =27 ~ _ 0
2015 |[109229 100911 ~ 1,082 =108,2% 104980,1,040 104%

Dall’analisi dei numeri indice ricavati possiamo trarre importanti conseguenze sulle
variazioni percentuali dei biglietti venduti negli anni presi in considerazione.

In particolare, dall’analisi dei numeri indice a base fissa possiamo dedurre che il
numero di biglietti venduti nel 2009, 2012, 2015 ¢ cresciuto, rispetto all’'anno 2006,
rispettivamente circa del 4,1%, del 4% e dell’8,2%. Dall’analisi dei numeri indice a
base mobile possiamo dedurre che nel 2009 il numero di biglietti venduti e cresciu-
to di circa il 4,1% rispetto al 2006, che nel 2012 il numero di biglietti venduti e di-
minuito di circa lo 0,1% rispetto al 2009 e infine che nel 2015 il numero di biglietti
venduti e cresciuto di circa il 4% rispetto al 2012.

! Indicatori di efficacia, efficienza e qualita

I rapporti statistici di cui abbiamo parlato nel precedente paragrafo, oltre a consenti-
re confronti altrimenti difficoltosi, vengono spesso utilizzati in ambito economico-
aziendale per la costruzione di numeri, detti indicatori, utili all'investigazione di fe-
nomeni, quali per esempio la qualita di un prodotto o di un servizio, che per la loro
complessita non possono essere rilevati in modo diretto.

I parametri per una valutazione quantitativa della qualita sono generalmente tre:
Iefficacia, I'efficienza e la soddisfazione del cliente (customer satisfaction):

1. lefficacia esprime il raggiungimento degli obiettivi dell'impresa (per esempio:
soddisfare la domanda, raggiungere un determinato fatturato, «fidelizzare» la
clientela, assicurare un servizio atteso);

2. lefficienza esprime la capacita dell’azienda di utilizzare al meglio le risorse dispo-
nibili (per esempio: minimizzare i costi e le ore di lavorazione oppure garantire
forniture in tempi rapidi);

3. la soddisfazione del cliente ¢ il risultato dei giudizi espressi dagli utilizzatori di un
dato prodotto o servizio.

Gli indicatori di questi tre parametri sono perlopit definiti tramite frequenze assolu-
te oppure tramite differenze o rapporti statistici oppure tramite indici sintetici di po-
sizione o di variabilita, quali per esempio medie, mediane o deviazioni standard.
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ESEMPIO Indicatori di efficacia ed efficienza

| titolari di uno studio dentistico si pongono |'obiettivo di incre-
mentare il piu possibile il profitto. Nella tabella sono riportati al-
cuni dati relativi all’anno 2017, circa il numero di pazienti, il pro-
fitto complessivo e il tempo totale di attesa dei pazienti.
Definiamo dei possibili indicatori di efficacia ed efficienza e com-
mentiamo i risultati raggiunti dallo studio dentistico in termini
di efficacia ed efficienza nell’anno in esame.

J

Quadrimestre Numero di pazienti Profitto complessivo Tempo complessivo di
(anno 2017) (in euro) attesa dei pazienti (in ore)
Primo 625 62000 104

Secondo 450 48000 65

Terzo 712 85000 115

Poiché I'obiettivo dichiarato ¢ il raggiungimento del massimo profitto, come indi-
catore di efficacia possiamo considerare proprio il dato quadrimestrale del profitto
complessivo (terza colonna). Tale indicatore & massimo nel terzo quadrimestre (in
corrispondenza, tra l'altro, anche del massimo numero di pazienti). Come indica-
tore di efficienza possiamo considerare il tempo medio di attesa dei pazienti, cal-
colato come rapporto tra il tempo complessivo di attesa e il numero dei pazienti.
Calcoliamolo, quadrimestre per quadrimestre, osservando che il servizio offerto
dallo studio dentistico e tanto piu efficiente quanto piu I'indicatore fornisce un
valore piccolo:

. . 104
Primo quadrlmestre: —~ 0,17
625
) 65
Secondo quadrimestre: —— ~ 0,14
450

115
Terzo quadrimestre: —~ 0,16

E interessante osservare che la massima efficienza del servizio corrisponde alla peg-
giore efficacia: il confronto degli indicatori potrebbe suggerire ai titolari dello studio
alcuni correttivi di tipo gestionale; per esempio una diversa pianificazione degli ap-
puntamenti o I'assunzione di assistenti sanitari piu qualificati o I'allestimento di
un’ulteriore sala.

Nel paragrafo di esercizi corrispondente a questo paragrafo ti proporremo alcuni
problemi in cui dovrai utilizzare le tue conoscenze di statistica per la costruzione di
opportuni indicatori di qualita. Per tale compito non ci sono ovviamente regole ge-
nerali, in quanto I'opportunita di un indicatore dipende in modo essenziale dal par-
ticolare contesto cui si riferisce e dallo scopo che I'analisi si prefigge; in generale, pe-
ro, un buon indicatore dovrebbe essere il pitl possibile semplice da costruire, ricava-
bile in modo oggettivo, facile da rappresentare (per mezzo di tabelle, istogrammi,

diagrammi ecc.) e semplice da interpretare. w
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Distribuzione normale e introduzione

all’inferenza

Distribuzione normale

Sappiamo che, per rappresentare tramite un istogramma una distribuzione di fre-
quenze di un carattere quantitativo continuo, si e soliti suddividere I'intervallo delle
possibili modalita in un numero finito n di intervalli (classi), ciascuno dei quali sa-
ra la base di uno dei rettangoli dell'istogramma. Al fine di poter confrontare age-
volmente istogrammi relativi a suddivisioni differenti, si conviene di solito di co-
struire istogrammi la cui area complessiva abbia sempre valore 1: un tale istogram-
ma, se le classi hanno tutte le stessa ampiezza e se si assume sull’asse delle ascisse
come unita di misura 'ampiezza di una classe, si puo ottenere semplicemente co-
struendo rettangoli la cui altezza sia uguale alla frequenza relativa della classe. Se la
popolazione considerata ¢ molto numerosa, il numero #n di classi puo essere au-
mentato a piacere, diminuendone I'ampiezza.

Per esempio, consideriamo I'istogramma rappresentato in Fig. 1: al crescere di n si
ottengono istogrammi via via piu regolari e il cosiddetto poligono delle frequenze
(colorato in rosso nelle Figg. 1 e 2) puo essere approssimato da una curva continua,
che tende generalmente ad assumere la forma «a campana» illustrata in Fig. 3.

y

o|'

Figura 1

il

(0]

Figura 4

X ol

Figura 2 Figura 3

Questa curva limite, che studieremo piu ampiamente nella prosecuzione del corso,
ha equazione della forma:

y = AefB(xfC’)?'
dove i coefficienti A, B e C possono essere individuati, una volta che si conoscano la
media 4 e la deviazione standard o della distribuzione; risulta infatti:

A ! B = C

= = = /J/
oV2rm 20°

Una distribuzione di frequenze che individua una tale curva a campana e detta nor-
male o gaussiana. Naturalmente non tutte le distribuzioni di frequenze sono norma-
li: per esempio non lo ¢ la distribuzione rappresentata in Fig. 4, chiaramente asim-
metrica. In generale solo dall’analisi della distribuzione ¢ possibile stabilire se essa e
0 meno gaussiana; tuttavia in molti casi e possibile prevedere a priori in base a delle
considerazioni feoriche (su cui torneremo nel proseguimento del corso) che un certo
insieme di dati sperimentali avra una distribuzione normale. Per esempio, se si mi-
sura ripetutamente una medesima grandezza, a causa di piccoli errori casuali le mi-
sure ottenute generalmente non coincidono tra loro ma (in assenza di errori siste-
matici) tali misure tendono a distribuirsi secondo una distribuzione normale intorno
alla «vera» misura della grandezza in esame, che ¢ identificabile con la media dei ri-
sultati delle varie misurazioni effettuate.

Si dimostra che, se una distribuzione € normale, allora:

e nellintervallo [u — o, p + 0] cade circa il 68,27% dei dati;
e nellintervallo [u — 20, 1 + 20] cade circa il 95,45% dei dati;
e nellintervallo [u — 30, 1 + 30] cade circa il 99,73% dei dati.
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Questa proprieta ¢ illustrata in Fig. 5.

[
y
1 : : : : -
Ol u-30 i\ wu-o u wu+to | wut20 X
o u—=20 | LUt 20
' ] L — i v
5 ' 68,27% ' '
: 95 45% 3
3 99,73% :

Figura 5 Intervalli tipici della normale.
Altri intervalli fondamentali per gli sviluppi che vedremo sono i seguenti:

e nell’intervallo [x — 1,650, p + 1,650] cade circa il 90% dei dati;
o nell'intervallo [ — 1,960, 1 + 1,960] cade circa il 95% dei dati;
e nell’intervallo [x — 2,580, p + 2,580] cade circa il 99% dei dati.

ESEMPIO Intervalli tipici della normale

Si sono eseguite 20 misure della concentrazione di un farmaco nel sangue di diversi pa-
zienti e si & ottenuta una concentrazione media di 5 mg/ml con una deviazione standard
di 0,2 mg/ml. Supponendo che le varie misure siano distribuite normalmente, indivi-
duiamo un intervallo entro cui cadono il 95% delle misure effettuate.

In base a quanto detto poc’anzi, possiamo essere certi che circa il 95% delle misura-
zioni cadono nell’intervallo [ — 1,960, 1 + 1,960]; essendo in questo caso . =5 e
o = 0,2, l'intervallo diventa:

[5—1,96-0,2, 5+ 1,96 - 0,2] ~ [4,6; 5,4]

Cio significa che il 95% circa delle misure effettuate fornisce una concentrazione
compresa tra 4,6 mg/ml e 5,4 mg/ml.

Introduzione all’inferenza: gli intervalli di confidenza

Consideriamo i seguenti problemi.

4 PROBLEMI

1. Si vuole stimare la statura media degli abitanti di una certa regione. E emerso
che la statura media di un campione di 100 abitanti della regione e di 174 cm,
con deviazione standard di 8 cm. A partire da queste informazioni e possibile
trarre informazioni sulla statura media degli abitanti dell'intera regione?

2. In base a un sondaggio effettuato su un campione di 500 elettori, € emerso che
il 25% dei componenti del campione voteranno per il partito A. A partire da
questa informazione e possibile trarre informazioni sulla percentuale di elettori
dell'intera popolazione che voteranno per il partito A?

Questi problemi hanno una caratteristica in comune: si vuole stimare un parametro
ignoto della popolazione (I'altezza media nel primo problema e la percentuale di elet-
tori che voteranno il partito A nel secondo) a partire da dati raccolti soltanto su un
campione. E intuitivo pensare che si possa ottenere una stima dei parametri che vo-
gliamo calcolare sulla popolazione calcolando tali parametri sul campione; questa
idea intuitiva e supportata da considerazioni teoriche che vedremo nel proseguimen-
to del corso, in base alle quali la media p di una popolazione e effettivamente stima-
ta «bene» dalla media del campione (che indichiamo con x) e la percentuale p di
una popolazione che soddisfa una determinata caratteristica (nel secondo problema
votare il partito A) e effettivamente stimata «bene» dalla corrispondente percentuale
calcolata sul campione (che indicheremo con p).




MODI DI DIRE

In alternativa alle espressioni
«intervallo di confidenza»

e «livello di confidenza»

si utilizzano le espressioni
«intervallo di fiducia»

e «livello di fiducia».

Unita 1 Richiami e complementi di statistica in una variabile

Tuttavia la stima cambia al variare del campione; dunque la stima ¢ soggetta a una
incertezza, che ¢ espressa dal cosiddetto errore standard, che indicheremo con e, e

che ¢é cosi definito:

Errore standard da cui e affetta la stima
x, calcolata su un campione

di numerosita n, della media

di una popolazione

Errore standard da cui e affetta la stima
p, calcolata su un campione

di numerosita n, della percentuale p

di una popolazione soddisfacente

una data proprieta

0’ A ~
o & la deviazione standard o — p(1 —p)
=)
calcolata sul campione n

Proprio a causa della variabilita, al variare del campione, della stima della media o
della percentuale non & opportuno esprimere tale stima con un solo valore, ma piut-
tosto fornire un intervallo, detto intervallo di confidenza, che contiene il vero valore
del parametro da stimare con un prefissato grado di fiducia, detto livello di confi-
denza: per esempio, un livello di confidenza del 95% indica che e uguale al 95% la
probabilita di estrarre un campione casuale il cui corrispondente intervallo di confi-
denza contiene effettivamente I'ignoto valore del parametro da stimare.

Gli intervalli di confidenza per la media e la proporzione, nel caso di campioni suffi-
cientemente numerosi (deve essere n > 30), sono descritti negli schemi seguenti.

Intervallo di confidenza
per la percentuale

Intervallo di confidenza
per la media

costante che dipende
dal livello di confidenza

[p—kes,p+kes]
i e f

. J ""' \\ ! .
stima della percentuale  errore standard cui
calcolata sul campione ¢ soggetta la stima

della percentuale

costante che dipende
dal livello di confidenza

[?(—ke{,} +kfs]

. i
errore standard cui
e soggetta la stima

della media

stima della media
calcolata sul campione

I valori di k da utilizzare, in corrispondenza dei piu frequenti livelli di confidenza,
sono riassunti nella tabella seguente:

95%
1,96

99%
2,58

Livello di confidenza | 90%

k 1,645

ESEMPI Intervalli di confidenza

In riferimento ai due problemi proposti all’inizio del sottoparagrafo, determiniamo:

a. un intervallo di confidenza al livello del 95% per I'altezza media della popolazione;
b. un intervallo di confidenza al livello del 95% per la proporzione della popolazione che
votera per il partito A.

a. Per determinare 'intervallo di confidenza ci servono X, k ed e; abbiamo che:

o 8 8
Vi—1 V1001 /99

la deviazione standard sul campione & di 8 cm
e la numerosita del campione € n = 100

x =174

2 T
altezza media
sul campione

k=196 es

valore di k
corrispondente
al livello del 95%
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Dunque l'intervallo di confidenza richiesto e: ATTENZIONE!

Nell’eseguire i calcoli per

8 8 : . .
174 — 1,96 - ——; 174 + 1,96 - _] ~ [172,4; 175,6] determinare un intervallo di

+/99 +/99 confidenza e bene

approssimare |'estremo
In conclusione, al livello di confidenza del 95%, I'altezza media della popolazione inferiore dellintervallo per

\ difetto e I'estremo superiore
sara compresa tra 172,4 cm e 175,6 cm. . P
per eccesso, in modo da

essere certi di ottenere un
intervallo di confidenza

= - approssimato che contiene
D = 25% — 0.25 k=196 e — P(l _P) _ 0>25(1 — 0:25) _ Vv 15 quello esatto. D’ora in
p= o it S n 500 " 200 avanti, per approssimare gli
percentuale valutata valore di k : estremi di un intervallo di

sul campione  corrispondente la pelrcentuale S.ttim;tf sul campione e i;(fg% confidenza procederemo in
i 9% e la numerosita del campione & n =
al livello del 95% p questo modo.

b. Per determinare I'intervallo di confidenza ci servono p, k ed e;; abbiamo che:

Dunque I'intervallo di confidenza richiesto e:

V15 V15
0,25 — 1,96 - ~——; 0,25+ 1,96 - ~—— | ~ [0,21; 0,29
200 200

In conclusione, al livello di confidenza del 95%, la percentuale di elettori che vo-
teranno per il partito A sara compresa tra il 21% e il 29%.

Gli intervalli di confidenza e la verifica di ipotesi

Gli intervalli di confidenza possono essere utilizzati anche per stabilire se una deter-
minata ipotesi circa il valore della media o della percentuale di una data caratteristica
della popolazione e supportata dai dati ricavati su un campione (e quindi puo essere
accettata) oppure se va rifiutata. Naturalmente 'accettazione o il rifiuto dell'ipotesi
dipende dal livello di confidenza fissato; occorrera quindi anzitutto fissare tale livello
di confidenza, quindi determinare I'intervallo di confidenza corrispondente: se il va-
lore ipotizzato per la media o la percentuale appartiene a tale intervallo accetteremo
Iipotesi, altrimenti la rifiuteremo.

ESEMPIO  Verifica di una ipotesi tramite gli intervalli di confidenza

Una casa farmaceutica afferma che un farmaco di sua produzione impiega in media 15
minuti ad agire. In base alle analisi effettuate su un campione di 50 pazienti, il beneficio
e stato ottenuto in media in 18 minuti, con una deviazione standard di 5 minuti. A un
livello di confidenza del 95% possiamo accettare quanto dichiarato dalla casa farma-
ceutica?

L’intervallo di confidenza della media dei tempi di azione, al livello del 95%, é:

o o 5 5
x—196 - —; x+1,96 - —| = |18 = 1,96 - ——; 18+ 1,96 - ——
vn—1 \/n—l] { V49 V49
ossia approssimativamente:

[16,6; 19,4]

Poiché il tempo medio dichiarato (15 minuti) non appartiene a tale intervallo, ab-
biamo motivo di ritenere che quanto dichiarato dalla casa farmaceutica non sia ve-
ritiero e quindi di rifiutare I'ipotesi che il tempo medio di azione sia di 15 minuti. ) Esercizip. 38




Richiami e complementi di statistica
in una variabile

ercorso delle idee

' Studio quantitativo di fenomeni collettivi, osservabili
nella realta sociale, in natura o in laboratorio.

: Indici di posizione

Numeri che sintetizzano i dati di un‘indagine
statistica e che permettono di cogliere aspetti
importanti del fenomeno in esame.

Media aritmetica

E la modalita che si presenta Dati n numeri, ordinati in senso Dati n numeri x,, X,, ..., X,
con la massima frequenza crescente o decrescente, é: € il numero indicato con il
in un‘indagine statistica. ® il numero che occupa la simbolo X e definito dalla
osizione centrale, se n ¢ dispari; formula:
ESEMPIO P centrale, se n e dispari;
] * la media aritmetica dei due g Xit Xt ... + X,
La moda della sequenza di numeri che occupano le posizioni n
nu\n’,en 1,2,2,3,3,4,5 5 centrali, se n & pari.
5 e il numero 5. ESEMPIO
ESEMPI

Un alunno ha preso 5, 6, 8 e 4

nei compiti di matematica.
° 0,2, ; , 5,6  4eélamediana

La media aritmetica dei suoi
voti

5+6+8+4=575
*1,2,B35 68 233-45 4 '

e la mediana

N Indici di variabilita
Numeri che permettono di misurare la variabilita
7~ | del fenomeno in esame, cioé |'attitudine del
fenomeno a manifestarsi sulle varie unita statistiche
con modalita diverse e distanti tra loro.
Varianza |l Deviazione standard Coefficiente di
DN 5 TR 5, 520 0oy 550 6T (o scarto quadratico medio) variazione
media aritmetica X, & la media Dati n numeri x;, X,, ..., X,, la loro Il coefficiente di
aritmetica dei quadrati degli —p| deviazione standard (che si indica [P variazione C, di un insieme
scarti da X e si indica 62 con o) & la radice quadrata della loro di dati la cui
. (= X+ e+ (X, - X)? varianza. media aritmetica € X, con
6= I ESENIIE X # 0, e la cui deviazione
) _ _ standard & o, € il rapporto
In alternat|va Vale Ia formula. Un alunno ha preso 5, 6, 8 e 4 nei tra Ia deViaZiOI’le standard
62 X12 <P ocoo P Xg _ 72 compiti di matematica. La media dei e la media aritmetica stessa:
- n voti € 5,75, quindi la varianza é: o
Cy=—
2= X
2 2 2 2
_>+6 18 +4°  5752-2,1875
e la deviazione standard vale
quindi: 6= V2,1875 =~ 1,48.




Rapporti statistici

Rapporti che si utilizzano per confrontare
e interpretare dati quantitativi.

Di composizione

Rapporto tra due dati,
di cui quello al
numeratore & parte di

quello al denominatore.

ESEMPIO

Il rapporto tra il
numero degli occupati
e la totalita della
popolazione.

Di derivazione

Rapporto tra due dati,
di cui quello al
numeratore € causa

0 presupposto logico
di quello al
denominatore.

ESEMPIO

Il rapporto tra la
qualita prodotta di un
dato bene e il tempo

necessario a produrla.

Di coesistenza

Rapporto tra le
frequenza di due
modalita di un
carattere su un
medesimo collettivo.

ESEMPIO

Il rapporto tra il
numero dei nati
maschi e il numero
dei nati femmine di
una popolazione in un

Di densita

Rapporto tra un dato
€ una misura

(per esempio |'area)
del campo in cui il
dato viene osservato.

ESEMPIO

Il rapporto tra il
numero di abitanti di
una localita e I'area
della sua supericie.

dato anno.

Numeri indice =

Rapporto tra due modalita di un carattere
quantitativo rilevate in due differenti

istanti temporali. Esistono due tipi di numeri indice:
a base fissa e a base mobile.

Intervallo di confidenza

Intervallo che contiene un parametro

> incognito da sistemare (per esempio
una media o una percentuale), con un
prefissato grado di fiducia, detto livello
di confidenza.

-

Per la percentuale

{

[X — ke,, X + ke_]
X € la media calcolata sul campione

[p - ke,, p + ke.]
p € la percentuale calcolata sul campione

_ _p(1-p) nélanumerosita

e. =-—29 o € la deviazione standard o
n del campione

———— n-1 calcolata sul campione n

errore
standard e la numerosita del campione

errore
standard

1,645 se il livello di confidenza € 90%
k = i1,96 se il livello di confidenza & 95%
12,58 se il livello di confidenza € 99%

1,645 se il livello di confidenza &€ 90%
k = 11,96 se il livello di confidenza € 95%
2,58 seil livello di confidenza & 99%




s\ Teoria p. 2

1. Richiami di statistica descrittiva

Il linguaggio della statistica

800
[N Si osservano tutte le automobili che transitano dal casello autostradale di Firenze Sud in un dato periodo di tem-

po e si registra la marca dell’automobile. Individua il collettivo, le unita statistiche, il carattere e alcune possibili moda-
lita di questa indagine statistica. Precisa se il carattere e qualitativo o quantitativo.

ﬁ Nello stabilimento Fiat di Mirafiori si rilevano gli stipendi mensili dei dipendenti. Individua il collettivo, le unita
statistiche, il carattere e alcune possibili modalita di questa indagine statistica. Precisa se il carattere & qualitativo o
quantitativo.

ﬁ Indica alcune delle modalita che possono assumere i seguenti caratteri:
a. voto finale all’esame di Stato;
b. colore dei capelli;
c. genere di un romanzo;
d. numero di giorni di malattia di un lavoratore in un mese.

Stabilisci inoltre quali caratteri sono quantitativi e quali sono qualitativi.

ﬁ Stabilisci quali fra i seguenti caratteri quantitativi sono continui e quali discreti:
a. peso delle foglie dello stesso tipo in un giardino in un pomeriggio;
b. numero di automobili per famiglia;
c. famiglie per condominio;
d. passeggeri per giorno all’aeroporto di Malpensa;
e. lunghezza di un capello.

Le distribuzioni di frequenze

e00

3 Vero o falso?

A un concorso fotografico ¢ stato assegnato un voto da 1 a 5 a ciascuna foto partecipante. La tabella che rappresenta la
distribuzione delle frequenze dei voti ¢ la seguente.

Voto 1 2 3 4 5

Frequenza assoluta 6 2 8 3 1

Stabilisci quali affermazioni sono vere e quali sono false:
a. le foto complessivamente in concorso sono 20
b. la frequenza relativa del voto 3 € 0,4
c. la frequenza assoluta del voto 2 € maggiore della frequenza assoluta del voto 4

d. la frequenza cumulata del voto 4 & 11

EEEEHE
I I N ) )

e. la frequenza cumulata del voto 5 & 20
[3 affermazioni vere e 2 false]

ﬁ Completa la seguente tabella (arrotonda le frequenze relative a meno di un decimo).

Modalita 2 1,5 1,8 5 Totale
Frequenza assoluta 23 L 15 80
Frequenza relativa (..  |.. | . 1




[ 1 le}

¥4 Completa la seguente tabella (arrotonda le frequenze relative a meno di un decimo).

1. Richiami di statistica descrittiva

Modalita 1 2 3 4 Totale
Frequenza assoluta | .. 20 e e e
Frequenza relativa 0,2 0,25 | .. 0,5 1

@00

Videolezione Si sono rilevati gli stipendi mensili (in euro) degli impiegati di una piccola azienda e si sono ot-
tenuti i seguenti dati grezzi:

1200 1100 1000

1400 1200 1500

2000

1800 2200

3200

2000 1200 1000

Costruisci la tabella che rappresenta la distribuzione delle frequenze assolute e relative degli stipendi rilevati.

800

[N Uno studente registra il tempo che impiega per svolgere quindici esercizi di matematica, simili a quelli che deve
affrontare nel compito in classe il giorno successivo. I tempi di svolgimento degli esercizi, espressi in minuti, sono i se-

guenti:

4 5 6 12 10 8 3 7 14 18 15 19 13 8
Supponi di suddividere i dati nelle quattro classi:

0<t<5 5<t<10 10<t<15 15<t <20

(t indica il tempo, espresso in minuti, impiegato per risolvere un esercizio) e completa la seguente tabella, che rappre-
senta la distribuzione delle frequenze assolute, relative e percentuali delle classi.

Classe

Frequenza assoluta

Frequenza relativa

Frequenza percentuale

0<t<5

5<t<10

10<t <15

15 <t <20

@00

Bl In un grande magazzino ¢ stata compiuta un’indagine sulle taglie di pantaloni da uomo venduti durante una set-
timana e si sono ottenuti i dati riassunti nella seguente tabella:

Taglia 44

46

48

50

52

54

56

Frequenza | 2

7

6

12

10

2

1

Completa la tabella con tre righe, in cui riporterai le frequenze relative, le frequenze percentuali e le frequenze percen-
tuali cuamulate, quindi rispondi alle seguenti domande.
a. Qual e la percentuale di pantaloni venduti di taglia 482
b. Qual ¢ la percentuale di pantaloni venduti di taglia inferiore o uguale alla 50?
c. Qual ¢ la percentuale di pantaloni venduti di taglie superiori alla 502
d. Qual ¢ la percentuale di pantaloni venduti di taglie comprese tra la 48 e la 52, incluse la 48 e la 527
[a. 15%; b. 67,5%; c. 32,5%; d. 70%]

Le rappresentazioni grafiche

800
EEN La seguente tabella si riferisce alla distribuzione delle frequenze dei giocattoli venduti in un negozio in una setti-

mana.

Martedi
32

Sabato
68

Venerdi

30

Giovedi

15

Mercoledi
50

Lunedi

25

Giorno

Frequenza assoluta

Costruisci il diagramma cartesiano corrispondente.

800
[P Gli studenti iscritti all’istituto tecnico di Mattia sono cosi ripartiti: 256 all’indirizzo meccanico, 232 all'indirizzo
elettronico, 184 all'indirizzo informatico. Rappresenta la distribuzione degli studenti tramite un diagramma circolare.
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ﬁ Il grafico mostra I'incidenza 16,69 16,83 16,85
percentuale sul PIL della spesa

pensionistica in Italia negli anni 1675 1468 1462 1476 1998 150
1981-2013. 132 u:an e ——
(Fonte: Italia in cifre, ISTAT) g %
— — S—— L} L — — — —
1236
1145 1212 it
L
§EFFE L ELEFTFFFFFAF

Individua, relativamente alla sequenza degli anni indicati in tabella:

. In quale anno I'incidenza sul PIL é risultata massima;

. In quale anno l'incidenza sul PIL é risultata minima;

. 1 due anni successivi tra cui si é registrato il massimo aumento nell'incidenza sul PIL;

. 1 due anni successivi tra cui si € registrato il minimo aumento nell'incidenza sul PIL;

. 1 due anni successivi tra cui si é registrata la massima diminuzione nell'incidenza sul PIL;
i due anni successivi tra cui si € registrata la minima diminuzione nell'incidenza sul PIL.

o AN o

BN Nel diagramma sono confrontate alcune cause di mortalita nei tre anni 1931, 1971, 2012.
(Fonte: Italia in cifre, ISTAT)

4440 19
. 1971
. 2012
296.7 2 614 -
1904 13&5 2182
?5 6 ?6‘? ?2 7 5? b

3‘? { 159 209
Tumurl Malathe del sistema Malallle dell’ apparatu Halatlle dell apparato Malattie infettive

circolatorio respiratorio digerente e parassitarie

a. Qual era la pil frequente causa di mortalita, fra quelle indicate, nel 1931? E nel 1971%2 E nel 2012?
b. Di quanto ¢ aumentata in percentuale la mortalita per tumori dal 1931 al 20122
c. Di quanto € diminuita in percentuale la mortalita per malattie del sistema circolatorio dal 1971 al 2012?

[b. Circa 292,5%; c. circa 13,8%]
Yole)

4 15

Il grafico in figura ¢ comparso in un articolo riguardante le vendite Vendite in milioni di euro nel 2015
: del gruppo Benetton nel mondo nel 2015. L’aumento percentuale 880

: dei ricavi & calcolato rispetto al 2014. Cnola 280 [ 13%
: (Fonte: Corriere della sera, 17 febbraio 2016) [spagNa ] 150

a. Calcolando le percentuali indicate e approssimando i risultati
per difetto alle decine di milioni di euro, i dati riportati relativi
alle vendite risultano tutti corretti, tranne uno: trova lerrore. m =
b. Il diagramma circolare rappresenta correttamente i dati delle
vendite riportati o contiene errori?

¢. Quale ¢ stato il ricavo del gruppo nel 2014?

!B:I

di cui 500
VINg diretti

[c. 2 miliardi]
900
El3 1l seguente diagramma a torta rappresenta la suddivisione per eta dei 240 allievi di una scuola.
a. Quanti allievi hanno 17 anni?
b. Qual ¢ la frequenza relativa degli allievi che hanno 16 anni?
¢. Quanti allievi hanno meno di 16 anni?
d. Quanti allievi hanno piu di 15 anni?
|:| 14 anni
[]15anni

D 16 anni
[:I 17 anni

40%

[a. 36; b. 0,25; c. 144; d. 96]



2. Richiami sugli indici di posizione e di variabilita

[ Ie]e)
ElA Si é rilevato il numero di automobili possedute da un campione di 20 famiglie italiane e si sono ottenuti i dati

grezzi riportati nella seguente tabella.

Famiglia 112134567 |8|9]10f11]12(13 |14 (15|16 |17 |18 ]19 |20
Numero Of1]20]1 11212 (4]12]0]3 11210213 [2]2]|1
di automobili

possedute

a. Costruisci la distribuzione delle frequenze assolute e relative del numero di automobili possedute dalle famiglie.

b. Rappresenta la distribuzione delle frequenze assolute tramite il diagramma che ritieni opportuno.

[ Ie]e]
EI] Nella tabella sottostante sono riportate le aree delle superfici degli oceani. Rappresenta questi dati con il grafico
che ritieni pit opportuno.

Oceano Superficie (in milioni di km?)
Pacifico 183,4

Atlantico 106,7

Indiano 73,8

2. Richiami sugli indici di posizione
e di variabilita N Teoria p. 5

(&)
b

Media, moda e mediana

| _Is]e;
FE) Vero o falso?
a. la media aritmetica puo essere calcolata qualsiasi sia il tipo di carattere

b. la modalita che ha frequenza maggiore si chiama moda e puo non essere unica

EEE
i el )

c. la media aritmetica di un insieme di numeri & sempre un numero positivo o nullo

d. per distribuzioni suddivise in classi non ¢ possibile individuare il valore esatto della media, ma e possibile
determinarne un valore approssimato

E =
[ &

e. la classe mediana é la classe che ha frequenza relativa piu elevata

f. media, moda e mediana non possono mai assumere lo stesso valore

[Solo 2 affermazioni sono vere]
800 .
Per tre giorni consecutivi in una certa localita ¢ stata rilevata la temperatura a intervalli di tempo regolari (alle

ore 3,9, 15, 21). Le temperature rilevate sono riportate nella tabella seguente. Per ciascuna giornata completa la tabella
calcolando la temperatura media e mediana (la prima riga e compilata come esempio).

Giorno Temperature rilevate (°C) | Media Mediana
1 20 La media aritmetica delle Le temperature disposte in ordine
25 temperature e: crescente sono:
fg 20°C +25°C +28°C+18°C | 18°C, 20°C, 25 °C, 28 °C
—22,75°C 4 valori centrali
La temperatura mediana é:
20°C+25°C
Dor> L =22,5°C
2
2 20, 27, 30, 18
3 19, 24, 25,17
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Trova la media aritmetica dei seguenti gruppi di numeri.

@00

m _2) 2’ _4’ 4’ 5> -5

ﬁ -3,-2,4,5,6

[ le]e}

[0]
2]

3
8
1

E

@0
PN 1,5,4,4,2,6

Trova la mediana dei seguenti gruppi di numeri.

[ le]e] 41—
FE 11,15, 14, 14, 12, 16 {T
pes 2 4 a 13a — 2]
a —a, —2+3a —, —— e
3 3 15 |

800
FIE V2, 2v2—1, V3242, =3, 2(vV2+1) 03T
=

. 9800

:E7 3 Sia a > 0. Determina la mediana dei se-
: guenti numeri:

3
—a,
2

%a, (1-v2)a, (2-2)a

9
—a
7

: . . 9
: » Cambierebbe la risposta, se fosse a < 0? {701; no}

900

-2,2,—4,4,5,—5 (0]
900

—3,-2,4,5,6 (4]
®c0 19 3 7 1 1 5 13 5

15> 575757274710 4
900 _ — 5

12

Trova la moda dei seguenti gruppi di numeri.
[ ]

2,3,4,55,4,1,5 (5]
@00
[E 10, 15, 14, 14, 12, 15, 16 [14 e 15]

@00

m _1> 0’ 0’ 1) 3) Oa _]-a 0

00
m 2)4)376)7)1

[0]

[Tutti i numeri dati]

Eoﬂo Si e rilevata, su un campione di bottiglie da 1 litro
di acqua minerale, la quantita di acqua effettivamente
contenuta in esse. I risultati ottenuti sono riassunti nel
diagramma a torta a lato. Calcola la quantita di acqua
media contenuta in una bottiglia.

@00
Videolezione Un ristorante propone 10 diversi

primi piatti, i cui prezzi presentano la distribuzione di
frequenze a lato.

a. Qual ¢ il prezzo medio di un primo?

) []0,98 litri
40% 10,99 litri
[]1 litro
[ 1,01 litri
[0,99 litri]
Prezzo (euro) 10 12 16 18
Frequenza 4 3 2 1

b. Se il proprietario del ristorante decidesse di raddoppiare il prezzo di ciascun piatto, quale diventerebbe il prezzo

medio di un primo?

c. Se il proprietario del ristorante decidesse di aumentare del 10% il prezzo di ciascun piatto, quale diventerebbe il

prezzo medio di un primo?

Hl Interpretazione di grafici

[a. 12 euro e 60 centesimi; b. 25 euro e 20 centesimi; c. 13 euro e 86 centesimi]

. (Olimpiadi della statistica 2016)

ﬁ Il grafico rappresenta la distribuzione di fre- frequenze
- quenza del numero di euro che lunedi scorso cia- 6+
¢ scuno dei 22 alunni di una classe aveva in tasca. 54
Qual ¢ il valore della mediana della distribuzione? ol
7 34
6 4
8 N
[0]11,5 e w1 1 1 1 -
0 I2 é éll SI é % é é 1IO euro (€—)



2. Richiami sugli indici di posizione e di variabilita

. 800 TN
:[L00 Ai 1000 abitanti di un piccolo comune viene  giudizio
: chiesto di esprimere un giudizio su un nuovo ser-

: vizio comunale, usando una scala da 0 a 4 (0 = 0 =
: pessimo, 4 = ottimo). Le risposte ottenute sono : b60
: riassunte nel grafico.
: Delle seguenti terne di valori, qual ¢ la terna cor- 5 80
: retta relativa a moda, mediana e media aritmetica
della distribuzione rappresentata nel suddetto gra- 3 154
: fico?
(A 1515 2,1 €l1;21,9 4 255
1525 2,1 bl ;1,9

(Olimpiadi della statistica 2017)
800 .
LI Viene effettuato un controllo sulla velocita delle auto in un tratto autostradale in cui, a causa di alcuni lavori in
corso, il limite consentito € di 110 km/h. Le frequenze delle velocita rilevate (raggruppate in classi) sono rappresentate
nel seguente istogramma.

250

204

200

150

100

Vetture (numero)

(70,90]  (90,110] (110,130] (130,150] (150, 170]
Velocita (km/h)

a. Qual ¢ la velocita media degli automobilisti che sono stati oggetti del controllo (arrotonda il risultato a meno di
una unita)?

b. Per uno sforamento del limite di velocita superiore ai 40 km/h € previsto il ritiro e la sospensione della patente.
Qual é la percentuale di automobilisti che incorre in questa sanzione (arrotonda il risultato a meno di un centesi-

mo)? [a. 106 km/h; b. 1,85%]
[ 1 le] .
71 In una classe formata da 16 ragazze e 9 ragazzi, 'altezza media delle ragazze ¢ 160 cm e l'altezza media dei ragaz-
zi € 170 cm. Qual é I'altezza media degli studenti della classe? [163,6 cm]
[ 1 le]

IEX 1 dipendenti di un’azienda sono per il 40% donne e per il 60% uomini. Il salario medio mensile delle donne ¢ di
1400 euro, quello medio degli uomini ¢ di 1600 euro. Qual ¢ il salario medio mensile dei dipendenti dell’azienda?
[1520 euro]
[ 1 le]
In un’azienda ci sono 10 dirigenti con un’anzianita media di 18,5 anni e 50 impiegati con un’anzianita media di
6,5 anni. Qual é 'anzianita media di tutto il personale dell’azienda? (8,5 anni]

[ 1 le]
L] 1 voti nell’'ultimo compito di matematica in una classe sono stati i seguenti:

516 |6 |7 175(65(8 |4 |7 |7 (10| 3 [45([55|/8 |8 |7 |94 ]6 655

a. Rappresenta tramite una tabella la distribuzione delle frequenze dei voti del compito.

b. Determina la media, la mediana e la moda della distribuzione.

c. Nel giorno dello svolgimento del compito in classe cera un assente, che ha recuperato il compito in classe la set-
timana successiva. Considerando anche il voto dell’assente, la media dei voti nel compito in classe € stata di 6,5.

uale voto ha avuto ’alunno assente nel compito? 281
Q P b. Media = 7R ~ 6,4; mediana = 6,5; moda = 7; c. 9
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[ Ie]e]
I3 Si & lanciato 20 volte un dado. La seguente tabella riporta i risultati ottenuti.

Numero della faccia 1 2 3 4 5 6
Frequenza 6 2 4 3 4 1
Determina:
a. il valore medio della distribuzione; b. il valore mediano; ¢. la moda. [a.3;b. 3;c. 1]
900

[ZfAl La ripartizione degli stipendi in un’azienda é rappresentata nella tabella qui sotto. Determina:

a. lo stipendio medio;

] . ) Stipendio S in euro Frequenza
b. lo stipendio mediano;
c. la classe modale. 1000 < § < 1400 6
1400 < S < 1800 10
1800 < § < 2200 4

[a. 1560 euro; b. 1600 euro; ¢. 1400 < S < 1800]

Varianza, deviazione standard e coefficiente di variazione

[ le]e]

[Tl Vero o falso?

a. la varianza € la media dei quadrati degli scarti dei valori osservati dalla loro media aritmetica

b. la varianza ¢ il quadrato della deviazione standard

HEE
& &

c. la deviazione standard di #» numeri ¢ sempre minore della loro varianza
d. se x1, x3, ..., X, sono le n modalita osservate di un carattere quantitativo, la loro deviazione standard ha la
stessa unita di misura delle modalita

=l
[

[3 affermazioni vere e 1 falsa]

®00
[ZEN Se la deviazione standard di n numeri ¢ nulla, che cosa si puo dire degli n numeri? La deviazione standard di n
numeri puo essere uguale a 1?

[ Is]e]
[Ell Sono state rilevate le eta di tre gruppi di ragazzi (indicati con A, B, C). Per ciascun gruppo, completa la tabella se-

guente, calcolando media, varianza e deviazione standard delle eta del gruppo (la prima riga ¢ compilata come esempio).

Gruppo |Eta Media Varianza Deviazione Coefficiente
(in anni) standard di variazione
deviazione
12+15421 122 4 15% + 217
A 12, 15,21 — S 16 A 162 = 14 [V14 ~ 37 standard
_;l L — L .. | = ‘I E [. i ' L .
eta. media dei quadrati quad’raFO varianza | - vari- - devia- E ~ 0,23
media d N dell’eta anza zione 16 o
elle eta R i) .
media standard | edia coeff. di
varia-
zione
B 9,12, 18
C 12, 15,
20, 21

Trova la varianza, la deviazione standard e il coefficiente di variazione (se esiste) dei seguenti gruppi di numeri. Ar-
rotonda i risultati alla seconda cifra decimale.

@00

Bl —2,2,—4,4,5 —5 [0? = 15,0 ~ 3,87, 2Cy]

®00
-3,-2,4,5,6 [0? = 14,0 ~ 3,74, Cy ~ 1,87]

L
o]
o}
w
N
—
—_

_____ [0? = 0,51, 0 ~ 0,72, Cy ~ 1,92]

5’5752
[ le]e] 5
N 1,5,4,4,2,6 [0? ~ 2,89, 0 ~ 1,70, Cy ~ 0,46]
[ le]e]
11, 15, 14, 14, 12, 16 [0? ~ 2,89, 0 ~ 1,70, Cy ~ 0,12]



2. Richiami sugli indici di posizione e di variabilita

- @0
: ﬁi [y o g P ALo] (e [B-{g:V il Fra le due distribuzioni di frequenze rappresentate in figura, qual é quella la cui de-
 viazione standard risulta maggiore?

[ A
: frequenza frequenza
210t W 6T
9 -+
8+ S &
74 = - 4l - -
6 =+
5+ 31
4_. e =
34 ZF
2 - k- = 1 1
el o ]
0-+H —t——t —t——— i e o T My —
1 2 3 4 5 6 7 8 9 modalita 1 2 3 4 5 6 7 8 9 modalita
.OO . . . . . 1
[5fA Determina per quale valore di a la varianza dei numeri a; 2a; 3a; 4a, dove a > 0, € uguale a 45. [a = 6]
[ Ia]e]

53] Sono dati i numeri: a, 24, 34, essendo a > 0. Determina a in modo che la varianza di questi numeri sia 24. [a = 6]

ﬁ Videolezione Andrea ha ottenuto, in quattro compiti in classe, i seguenti voti: 5, 7, 6, 8.
a. Calcola la media e la deviazione standard dei voti di Andrea.
b. Se il professore di Andrea decidesse di aumentare i voti di tutti i compiti in classe di 1 punto, quali diventerebbe-

1 dia e la deviazi tandard dei voti di Andrea? 5
rofamedia ¢ fa deviazione standard dei vott di Andrea a. Media = 6,5, s = ——~ 1,2; b. media = 7,5; s invariata

[ Ie]e;
[l]] Una piccola azienda effettua un’indagine circa il numero dei figli dei propri dipendenti. I risultati sono riassunti
nella seguente tabella. Determina la media, la varianza e la deviazione standard del numero di figli dei dipendenti di
quell’azienda.

Numero di figli 0 1 2 3 4

Numero di 10 18 16 4 2
dipendenti

[Media = 1,4; V = 1,04; s ~ 1,02]

Eﬁ Alberto, Barbara, pu
Carlo ricevono dai rispettivi padri «paghette»
¢ mensili di 50, 100, 150 euro. I padri percepisco-
: no stipendi mensili di 1000, 1500, 2000 euro. Ri-
gsulta maggiore la variabilita degli stipendi dei
: genitori o delle paghette dei figli? ~

Guida all’interpretazione del testo
© La variabilita di un insieme di dati si studia tramite
~. la deviazione standard; in questo caso tuttavia é ri-
chiesto un confronto tra la variabilita di due insiemi
di dati (stipendi e paghette) quindi occorre confron-
tare i coefficienti di variazione.

[T coefficienti di variazione delle paghette ©  Perché non sarebbe stato significativo il confronto

e degli stipendi valgono all’'incirca _ tra le deviazioni standard?
rispettivamente 0,41 e 0,27] '

[ Ie]e]
73 In una classe la statura media delle femmine & 160 cm e la deviazione standard ¢ 3,9 cm, mentre la statura media
dei maschi & 178 cm e la varianza & 16 cm?. E vero che la statura dei maschi & piti variabile di quella delle femmine?

[No; confronta i coefficienti di variazione]
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Media armonica e media geometrica

| 63 WESERCIZIO SVOLTO

Determiniamo la media armonica e la media geometrica dei numeri: 3, 6, 12.

o In base alla definizione, la media armonica dei tre nu- o In base alla definizione, la media geometrica dei tre
meri dati e: numeri dati &:
3 3 36 . .
Marmonica = 1 1 1 = 7 = 7 Mgeometrica — V3:6-12=+/216 =06
+—+ —

3 6 12 12

Trova la media armonica dei seguenti gruppi di numeri.
00

U —2,2,-4,4,5, —5 273, 23

L]
o]
8]
—
—
(@)
(L S |

[La media armonica non é definita]
@00 18
ﬁ 237 11 84 [ a,2a,3a cona#0 {—a}
50 57 57 2 127 1
000 8 .
[ 2-107% 4-10 5100
Trova la media geometrica dei seguenti gruppi di numeri.
[ Ie]e] [ Ie]e]
N 2,9, 12 (6] EA 21074, 4-10* [2v2]
800 [ Is]e]
0 3,4,8,9,9 (6] FEN 24°, 8a cona>0 [4a°]
[ Ie]e)
BAR 2-107%, 4-107* [2v2-107*]
Problemi su medie di vario tipo
[ 1 le]
21 Una macchina in 4 anni dimezza il suo valore commerciale. Qual ¢ il tasso medio percentuale di deprezzamento
annuo? [Circa 15,91%]
eeo

[l Uno studente, in vista di un esame, ha programmato di studiare 10 pagine di testo al giorno, per 60 giorni. Fatti i
primi quindici giorni di studio, pero, lo studente, a causa di imprevisti, deve sospendere lo studio per 6 giorni. Quale
media giornaliera egli dovra imporsi per completare la preparazione alla stessa data gia stabilita all'inizio?

[Circa 11,54 pagine/giorno]
[ 1 Ie]
Un ragazzo ha programmato di fare un risparmio medio giornaliero di un euro, fino ad arrivare ad acquistare un

nuovo casco da 110 euro. Dopo aver effettuato la raccolta per venti giorni, la interrompe per una settimana, durante la
quale utilizza cinque euro di quelli gia accantonati. Quale media giornaliera di risparmio gli permettera di arrivare al-
'acquisto alla stessa data che aveva previsto? [Circa 1,14 euro]

[ 1 le]
[Z74 11 tasso di crescita dell'inflazione in un certo Paese & stato, in due anni successivi, del 4% e del 6%. Qual é il tasso
medio annuo di aumento dell’inflazione in quel Paese? [Circa 4,995%]

[ 1 Je]
[f1 Per arrivare sulla spiaggia di una rinomata localita di mare della Liguria bisogna servirsi di una lunga scalinata.

Se si scende di 2 gradini al secondo e, successivamente, si risale di 2 gradini ogni 3 secondi, per salire e scendere si im-
piega, complessivamente, un certo tempo ¢. Quanti gradini al secondo si devono percorrere sia in discesa sia in salita

senza che vari il tempo totale #? [Un gradino al secondo]
[ 1 le] .

8 Un prodotto finanziario ha dato negli ultimi cinque anni i seguenti rendimenti: 6%, 4%, 6%, 8%, 6%. Qual ¢ stato
il rendimento medio annuo nei cinque anni? [Circa 5,99%]|

[ 1 le}
FIl Una lega di metalli € costituita al 20% da ferro e all’80% da nichel. La densita del ferro & 7,8 g/cm®, quella del ni-
chel ¢ 8,9 g/cm?; con quale media ¢ possibile calcolare la densita della lega? Qual ¢ la densita della lega?

[Media armonica ponderata delle singole densita; densita ~ 8,66 g/cm®]
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3. Rapporti statistici

Rapporti statistici

. Teoria p. 12

Esercizi introduttivi

iﬁi Stabilisci il tipo di ciascuno dei seguenti rapporti.
a. Numero di autovetture in una citta su numero di abitanti.
b. Numero di alunni di una classe promossi senza debito su numero di alunni con debito.
¢. Numero di studenti di una scuola di eta inferiore ai 15 anni su numero di studenti della scuola.
d. Spesa totale sostenuta da un’impresa per la produzione di un bene in un dato mese su numero di unita del bene
prodotte.

[ Ie]e]

72l Vero o falso?
a. un rapporto di composizione € sempre compreso tra 0 e 1
b. un rapporto di coesistenza € sempre compreso tra 0 e 1
c. un rapporto di densita € privo di unita di misura
d. un rapporto di composizione & privo di unita di misura
e. un rapporto di derivazione é sempre anche un rapporto di composizione

[2 affermazioni vere e 3 false]

| _Is]e’

[EE] Vero o falso?
a. il numero di morti in Italia osservato ogni mese dell’anno costituisce una serie storica
b. in una serie di numeri indice a base fissa, il numero indice relativo all'anno base ¢ sempre uguale a 1
c. una serie storica riporta il prezzo di un bene il primo gennaio di ogni anno, per tutti gli anni dal 2005 al

2015; se il numero indice a base fissa relativo al prezzo dell’anno 2010 rispetto al prezzo dell’anno base 2005 &
uguale a 1,34 significa che il prezzo nel 2010, rispetto a quello del 2005, € aumentato del 134%

d. data una serie di numeri indici a base mobile, dividendo ogni numero indice con il numero indice
precedente si ottiene una serie di numeri indice a base fissa

e. una serie storica riporta il prezzo di un bene il primo gennaio di ogni anno, per tutti gli anni dal 2005 al
2015; il numero indice a base fissa relativo al prezzo dell’anno 2015, rispetto al prezzo dell’'anno base 2005, &
sempre inferiore al numero indice a base fissa relativo al prezzo dell’anno 2015, rispetto al prezzo dell’anno

base 2016

Problemi

[2 affermazioni vere e 3 false]

ﬁi Utilizzando i dati in tabella, calcola il tasso percentuale di occupazione e disoccupazione maschile, femminile e
complessivo per I'Italia nel 2010. Ricorda che per tasso di occupazione si intende il rapporto tra gli occupati e la popo-
lazione residente mentre per tasso di disoccupazione si intende il rapporto tra le persone in cerca di occupazione e le
forze di lavoro. Arrotonda i risultati con una cifra decimale. Che tipo di rapporti hai costruito?

Forze di lavoro in Italia nell’anno 2010 (migliaia)

Sesso Occupati In cerca di Forze di lavoro (totale tra occupati e |Popolazione
occupazione in cerca di occupazione) residente

Maschi 13634 1114 14748 29181

Femmine 9238 989 10227 30871

[Tassi di occupazione: 46,7% (maschi), 29,9% (femmine), 38,1% (complessivo);
tassi di disoccupazione: 7,6% (maschi), 9,7%(femmine), 8,4% (complessivo)]

800
& In riferimento ai dati in tabella,

L o L . Anno Popolazione (al 1° gennaio) Nascite Morti
determina i tassi di natalita e mortalita
su mille abitanti negli anni 2008, 2009 ¢ | 2008 59619250 576 659 585126
2010. Fornisci i risultati arrotondati con 2009 60045 068 568 857 591 663
una cifra decimale. Di che tipo di rap- 2010 60 340 328 561944 587 488

porti si tratta?

[2008: 9,7%o (natalita) e 9,8%o (mortalita); 2009: 9,5%o (natalita) e 9,9%o (mortalita);
2010: 9,3%o (natalita) e 9,7%o (mortalita)]
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800

I3 Nella seguente tabella é riportata la distribuzione percentuale delle eta degli italiani nel 2012, per area geografica.

a. Calcola, per ogni area geografica, l'indice di dipendenza,
ossia il rapporto percentuale tra la popolazione avente eta
inferiore o uguale ai 14 anni oppure superiore o uguale ai 65
anni e la popolazione avente eta compresa tra 15 e 64 anni.

b. Calcola, per ogni area geografica, I'indice di dipendenza
degli anziani, ossia il rapporto percentuale tra la popolazio-
ne con 65 o piu anni e la popolazione con eta compresa fra

15 e 64 anni.

0-14 anni | 15-64 anni |65 anni e oltre
Nord 13,7 64,6 21,7
Centro 13,4 64,8 21,8
Sud 14,9 66,7 18,4
Italia 14,1 65,3 20,6

c. I rapporti calcolati ai punti a. e b. sono rapporti di composizione? In caso negativo, di che tipo di rapporti si trat-
ta? Le percentuali riportate in tabella possono considerarsi rapporti di composizione?
[a. Circa 54,80%, 54,32%, 49,93% (arrotondando alla seconda cifra decimale);
b. circa 33,59%, 33,64%, 27,59% (arrotondando alla seconda cifra decimale)]

@00

I8 In un dato Paese le forze di lavoro, per titolo di studio, sono distribuite come indicato in tabella.

Titolo di studio

Forze lavoro nel 2010

Forze lavoro nel 2015

Licenza elementare

2152

2280

Licenza media 8244 9300
Diploma 10052 12160
Laurea di primo o secondo | 4625 5082

livello o dottorato

Costruisci degli opportuni rapporti statistici che ti permettano di confrontare le variazioni nella composizione delle
forze di lavoro tra il 2010 e il 2015, rispondendo cosi alle seguenti domande.

a. La quota di forze lavoro con licenza elementare ¢ aumentata o diminuita dal 2010 al 2015?

b. La quota di forze lavoro con licenza media € aumentata o diminuita dal 2010 al 2015?

c. La quota di forze lavoro con diploma é aumentata o diminuita dal 2010 al 20152

d. La quota di forze lavoro con laurea ¢ aumentata o diminuita dal 2010 al 2015?

Che tipo di rapporti hai costruito per rispondere alle domande precedenti?

[a. E diminuita, passando circa dall’8,58% al 7,91%; b. e diminuita, passando circa dal 32,88% al 32,27%;
c. € aumentata, passando circa dal 40,1% al 42,19%; d. e diminuita, passando circa dal 18,45% al 17,63%]

®00

Nella seguente tabella ¢ riportato il numero di procedimenti civili di primo grado per ufficio giudiziario, negli an-
ni 2005-2009. Definisci degli opportuni rapporti statistici che permettano di eseguire confronti e rispondere alle se-

guenti domande.

Uffici giudiziari
Anni
Giudice di pace | Tribunale Corte di appello

2005 475309 953 825 8256
2006 458 438 899 046 4632
2007 449126 925674 3007
2008 471 460 914 145 3083
2009 497907 880465 3006

a. La quota di procedimenti civili di primo grado svolti dai giudici di pace ¢ aumentata o diminuita dal 2005 al 2006?

b. La quota di procedimenti civili di primo grado svolti nei tribunali ¢ aumentata o diminuita dal 2006 al 2007?

c. La quota di procedimenti civili di primo grado svolti in corte di appello € aumentata o diminuita dal 2005 al 20062

Che tipo di rapporti hai costruito per rispondere alle domande precedenti?

[a. E aumentata passando circa dal 33,1% al 33,7%; b. € aumentata passando circa dal 66% al 67,2%;
c. ¢ diminuita passando circa dallo 0,6% allo 0,3%]



800

) Nella seguente tabella sono riportati i prezzi in euro di una unita di un dato bene dal 2013 al 2017.

4. Indicatori di efficacia, efficienza e qualita

Anno

2013

2014

2015

2016

2017

Prezzo in euro

11,80

12,30

13

12,60

13,50

a. Calcola la serie dei numeri indici a base fissa dei prezzi, assumendo come anno base il 2013. Arrotonda i risultati
alla terza cifra decimale.
b. Deduci dai numeri indice determinati al punto precedente la variazione percentuale del prezzo tra il 2013 e il
2015 e la variazione percentuale tra il 2013 e il 2017.
c. Calcola la serie dei numeri indice a base mobile. Arrotonda i risultati alla terza cifra decimale.
d. Deduci dai numeri indice determinati al punto precedente, la variazione percentuale del prezzo tra il 2015 e il
2016 e la variazione percentuale di prezzo tra il 2016 e il 2017.

[a. 1; 1,042, 1,102, 1,068, 1,144; b. +10,2% circa, +14,4% circa;

c. 1,042, 1,057, 0,969, 1,071; d. —3,1% circa, +7,1% circa]

@00

LI} Considera la serie storica rappresentata in tabella, relativa al numero di nascite in Italia nel periodo 2005-2010.

Anno Nascite
2005 554022
2006 560010
2007 563933
2008 576 659
2009 568 857
2010 561944

a. Calcola la serie dei numeri indice a base fissa, assumendo come anno base il 2005. Arrotonda i risultati alla terza
cifra decimale.
b. Deduci dai numeri indice determinati al punto precedente la variazione percentuale del numero di nati tra il
2005 e il 2007 e la variazione percentuale tra il 2005 e il 2008.
c. Calcola la serie dei numeri indice a base mobile. Arrotonda i risultati alla terza cifra decimale.
d. Deduci dai numeri indice determinati al punto precedente la variazione percentuale del numero di nati tra il
2007 e il 2008 e la variazione percentuale del numero di nati tra il 2008 e il 2009.

[a. 1, 1,011, 1,018, 1,041, 1,027, 1,014; b. +1,8% e +4,1%; c. 1,011, 1,007, 1,023, 0,986, 0,988; d. +2,3%, —1,4%]

[ 1 Ie]
[CIN Nella seguente tabella é rappresentata una serie di numeri indice a base mobile. Determina la corrispondente se-
rie dei numeri indice a base fissa, avente come anno base il 2010.

Anno

2010

2011

2012

2013

2014

2015

Numero indice a base mobile

1,4

1,2

1,6

1,5

1,8

4. Indicatori di efficacia, efficienza e qualita

800

7 Vero o falso?

[1, 1,4, 1,68, 2,688, 4,032, 7,2576]

“ Teoria p. 16

a. un ufficio si prefigge I'obiettivo di evadere almeno '80% degli ordini che arrivano in giornata.
Il rapporto tra il numero di ordini evasi in una giornata e il numero di ordini pervenuti ¢ un indicatore di

efficacia
b. in riferimento all’ufficio di cui al punto precedente, la valutazione del tempo impiegato per evadere 100

ordini & un indicatore di efficienza
c. un ufficio postale ha cinque sportelli e si prefigge di servire 500 utenti alla settimana. Il numero

di utenti effettivamente serviti dall’'ufficio in una settimana ¢ un indicatore di efficienza
d. in riferimento all’ufficio postale di cui al punto precedente, il rapporto tra il numero di utenti serviti
settimanalmente da uno sportello e il numero complessivo di utenti serviti € un indicatore di efficacia

[2 affermazioni vere e 2 false]
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800

L] Un’azienda promuove i suoi prodotti anche per via telefonica. L’obiettivo dell’azienda & di ottenere il maggior
numero possibile di ordini, cosi da incrementare i profitti. Alcuni dati relativi alla promozione telefonica nell’anno
2011 e al corrispondente tempo di evasione degli ordini sono riportati nella seguente tabella, suddivisi per trimestre.

Trimestri Numero di clienti Numero di clienti Costo complessivo Tempo complessivo
(anno 2011) contattati tramite che hanno delle telefonate per necessario
una telefonata effettivamente contattare i clienti all’evasione degli
eseguito un ordine (in euro) ordini (in ore)

1° trimestre 12000 3250 3200 525

2° trimestre 15000 4215 3420 410

3° trimestre 9500 3312 1850 350

4° trimestre 16 000 5680 2120 364

Considera i seguenti tre indicatori I}, I, I e rispondi ai quesiti a-b-c-d.
I, = rapporto tra clienti che hanno eseguito un ordine e clienti contattati
I, = costo medio di una telefonata

I; = tempo medio per I'evasione di un ordine

a. Stabilisci se si tratta di indicatori di efficacia o efficienza.
b. Calcola, per ciascuno dei trimestri presi in considerazione, i tre indicatori I3, I, I5; esprimi [; in percentuale (ar-
rotondando il risultato con una cifra decimale), I, in euro (arrotondando il costo ai centesimi) e I5 in minuti (arro-
tondando a un numero intero). Supponi che ogni potenziale cliente sia stato contattato tramite una sola telefonata
e che ogni cliente che ha immesso un ordine ne abbia effettuato uno solo.
c. Alla luce degli indicatori determinati al punto b., commenta i risultati raggiunti dall’azienda in termini di effica-
cia ed efficienza nei quattro trimestri presi in considerazione.
d. Come indicatori di efficacia e di efficienza annuali, che indichiamo con I, L, I3, I'azienda decide di assumere la
media dei corrispondenti indicatori trimestrali I, I, I;. Calcola gli indicatori per I'anno 2011.

[b. 1° trimestre: I} ~ 27,1%, I, ~ 27 centesimi, I ~ 10 minuti; 2° trimestre: I; = 28,1%, I, ~ 23 centesimi,

I; ~ 6 minuti; 3° trimestre: I; ~ 34,9%, I, ~ 19 centesimi, I; ~ 6 minuti; 4° trimestre: I, = 35,5%,

L, ~ 13 centesimi, I3 ~ 4 minuti; d. I; = 31,4%, I, = 20,5 centesimi, I; = 6,5 minuti]
800
IEl] Un’azienda produce un determinato bene in serie e il suo obiettivo & la vendita del maggior numero possibile di

unita del bene. Alcuni dati relativi al processo produttivo negli anni 2010-2012 sono riportati in tabella.

Anno Unita vendute Unita prodotte Spesa complessiva Ore di produzione
(in euro) complessive

2010 12150 12200 150 000 2250

2011 11085 12650 144 000 2150

2012 10052 11500 135000 1740

Considera i seguenti quattro indicatori:

I; = unita invendute

I, = rapporto tra unita vendute e unita prodotte
I; = costo medio per unita

I, = tempo medio di produzione per unita

a. Stabilisci se si tratta di indicatori di efficacia o efficienza.
b. Calcola, per ciascuno dei tre anni presi in considerazione, i quattro indicatori I, I, I3, I4; esprimi I, in percen-
tuale (arrotondando il risultato con una cifra decimale), I5 in euro (arrotondando il costo ai centesimi) e I in minu-
ti (arrotondando a un numero intero).
c. Alla luce degli indicatori determinati al punto b., commenta i risultati raggiunti dall’azienda in termini di effica-
cia ed efficienza nel triennio preso in considerazione.
[b. 2010: I, = 50, I, =~ 99,6%, I ~ 12,30 euro, I, ~ 11 minuti; 2011: I, = 1565, I, ~ 87,6%,
I3 ~ 11,38 euro, I; ~ 10 minuti; 2012: I; = 1448, I, ~ 87,4%, I3 ~ 11,74 euro, I; ~ 9 minuti]



ﬁ Una societa di consulenza informatica ha come obiettivo la soddisfazione del maggior numero possibile di clienti

4. Indicatori di efficacia, efficienza e qualita

e il raggiungimento del massimo profitto. Alcuni dati relativi agli anni 2010-2012 sono riportati in tabella.

Anno Numero di Numero di Costo complessivo [ Fatturato annuo Numero annuo
clienti clienti soddisfatti per la gestione dei | (euro) complessivo di ore
clienti (euro) di lavoro per la
gestione dei clienti
2010 125 115 182000 285000 4600
2011 180 150 265000 360000 4400
2012 165 158 226000 320000 4150

Considera i seguenti quattro indicatori:

I, = rapporto tra il numero di clienti insoddisfatti e il numero di clienti soddisfatti

I, = costo medio per la gestione di un cliente

I; = profitto medio per cliente

I, = tempo medio di gestione di un cliente

a. Stabilisci se si tratta di indicatori di efficacia o efficienza.

b. Calcola, per ciascuno dei tre anni presi in considerazione, i quattro indicatori I, I, I3, I4; esprimi I; in percen-
tuale (arrotondando il risultato a una cifra decimale), I, e I5 in euro (arrotondando ai centesimi) e I, in ore (arro-
tondando a un numero intero).

c. Alla luce degli indicatori determinati al punto b., commenta i risultati raggiunti dall’azienda in termini di effica-
cia ed efficienza nel triennio preso in considerazione.

[b. 2010: I; ~ 8,7%, I, = 1456 euro, I; = 824, Iy ~ 37 ore; 2011: I; = 20%, I, ~ 1472,22 euro;

I3 ~ 527,78 euro, I ~ 24 ore; 2012: I; ~ 4,4%, I, = 1369,70 euro, Iz = 569,7 euro, I; ~ 25 ore]

800

L[4l Un’azienda di trasporti gestisce il collegamento tra due citta con gli
autobus. L’orario degli autobus prevede un tempo di percorrenzadi 1 h e 16
min e l'obiettivo dell’azienda é di rispettarlo; nelle ultime otto corse i due
autisti che gestiscono la tratta hanno impiegato i tempi riportati in tabella.

L’azienda vuole confrontare la bonta del servizio offerto da parte di due au-
tisti, utilizzando come indicatori di efficacia il ritardo medio accumulato dai
due autisti nelle corse prese in considerazione e la variabilita nei tempi di
percorrenza. Stabilisci quale dei due autisti € stato mediamente pit puntuale

e quale dei due ha percorso la tratta con tempi piu variabili.

Autista A Autista B

1 h 32 min 1 h 20 min
1 h 25 min 1 h 16 min
1 h 15 min 1 h 30 min
1 h 22 min 1 h 24 min
1 h 16 min 1 h 20 min
1 h 14 min 1 h 28 min
1 h 12 min 1 h 22 min
1 h 20 min 1 h 12 min

[Ritardo medio di A = 3 min e 30 s; ritardo medio di B = 5 min e 30 s;

deviazione standard dei tempi di A ~ 6 min e 15 s; deviazione standard dei tempi di B >~ 5 min e 33 s;
per confrontare la variabilita nei tempi di percorrenza dei due autisti devi calcolare i coefficienti di variazione,
da cui risultata che l'autista che ha percorso la tratta con tempi piu variabili e stato A]



Richiami e complementi di statistica in una variabile

800

La direzione di un call center in cui lavorano 10 operatori effettua un monitoraggio del servizio, valutando come
indicatori di efficienza il numero medio e il numero mediano di telefonate gestite dagli operatori in una settimana,
nonché il relativo coefficiente di variazione. La direzione ritiene che il livello di efficienza sia troppo basso in ciascuno
dei seguenti casi: se il numero medio di telefonate gestite dagli operatori ¢ inferiore a 150, oppure se il numero media-
no di telefonate e inferiore a 200 oppure se il coefficiente di variazione e superiore al 30%. Se si verifica almeno una di
queste tre situazioni, sono previste attivita supplementari di formazione per gli operatori. Nell'ultima settimana il nu-
mero di telefonate gestite dagli operatori ¢ risultato quello in tabella:

Operatore 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Numero di 232 140 186 202 150 190 161 244 210 135
chiamate

a. Determina il numero medio e il numero mediano di telefonate gestite.

b. Determina il coefficiente di variazione.

c. Stabilisci se I'azienda, in base ai parametri prefissati, deve provvedere a organizzare ulteriori attivita di formazio-
ne per gli operatori. [a. Numero medio = 185, numero mediano = 188; b. circa 19,5%]

5. Distribuzione normale e introduzione
all’inferenza  Teoria p. 18

Distribuzione normale

Test

[ Ie]e]
Itf]] La statura media di una popolazione ¢ di 172 cm con una deviazione standard di 18 cm. Sapendo che la distribu-

zione delle stature e normale, in quale dei seguenti intervalli cade all’incirca il 95,45% delle stature della popolazione?
154 cm, 190 cm
136 cm, 208 cm
118 cm, 226 cm
[D] Nessuno dei precedenti

@00
IEEN La statura media di una popolazione ¢ di 172 cm con una deviazione standard di 18 cm. Sapendo che la distribu-

zione delle stature € normale, in quale dei seguenti intervalli cade all'incirca il 99,73% delle stature della popolazione?
[A] 154 cm, 190 cm
136 cm, 208 cm
118 cm, 226 cm
[D] Nessuno dei precedenti

[ Is]e]
Una partita di 2000 lampadine ha un tempo di vita medio di 12 000 ore. Se il tempo di vita delle lampadine & di-

stribuito normalmente, con deviazione standard uguale a 500 ore, quante lampadine all'incirca hanno un tempo di vita
compreso tra 11500 ore e 12 500 ore?

1365

1909

1995

[D] Non ¢ possibile stabilirlo con i dati a disposizione

900
[[1] Durante una fase di sperimentazione di un farmaco, si &¢ misurata la concentrazione raggiunta dal farmaco nel

sangue dopo 1 ora dall’assunzione su un campione di 150 individui. Si ¢ ottenuta una distribuzione normale delle con-
centrazioni misurate, con concentrazione media di 4 ug/ml e una deviazione standard di 0,15 wg/ml. In quanti indivi-
dui del campione la concentrazione del farmaco dopo 1 ora dalla somministrazione € risultata compresa tra 3,7 pg/ml
e 4,3 pg/ml? [Circa 143]
®00

E[7] Ai fini di un controllo di qualita, si misura il diametro di 250 pezzi meccanici prodotti. Le misure risultano distri-
buite normalmente, con una media di 5,4 cm e una deviazione standard di 0,2 cm. Quanti dei pezzi meccanici esami-
nati presentano un diametro compreso tra 5,2 cm e 5,6 cm? [Circa 171]



9. Distribuzione normale e introduzione all’inferenza

Intervalli di confidenza

[ Ie]e]
[[E] Caccia all’errore. Pietro afferma che 'ampiezza dell’'intervallo di confidenza ¢ indipendente dalla media del cam-

pione e direttamente proporzionale alla deviazione standard; Rosa aggiunge che 'ampiezza dell’intervallo di confiden-
za € inversamente proporzionale alla numerosita del campione. Uno dei due ¢ in errore. Chi e perché?

800
E[Z] Una azienda produce dadi per bulloni, di diametro medio x incognito. Il dia- =

metro medio di un lotto di 100 dadi ¢ risultato di 2,5 cm, con deviazione standard
di 0,1 cm. Determina un intervallo di confidenza per i, al livello del 95%.
(2,48 cm< p <2,52 cm] O

‘ -
19
: 800

<[5 33 In un campione di 500 persone di una data popolazione si & osservata una statura media di 175 cm, con
: deviazione standard di 5 cm. Determinare I'intervallo di confidenza al 90% della statura media h della popolazione.

: » Come cambia lintervallo di confidenza se si vuole un livello di confidenza del 99% anziché del 90%?
[174,6 cm < h < 175,4 cm; 174,4 cm < h < 175,5 cm]

% Un call center ha calcolato il tempo medio della durata delle tele-
fonate su un campione di 150 telefonate. Il tempo medio delle telefo-
nate nel campione é risultato di 6 min con deviazione standard di 2
min. Determina un intervallo di confidenza al 95% per la durata media
1 delle telefonate che arrivano al call center. [5,6 min < ;< 6,4 min]

(o]
Eﬁ In un seggio elettorale sono state scrutinate 250 schede e si ¢ ottenuto che in 60 di esse ¢ espresso il voto per un dato
partito. A un livello di confidenza del 95%, quale ¢ la percentuale p di voti ottenuta dal partito? [18,7% < p <29,3%]

@00
E[T] Ai fini di sperimentare un nuovo farmaco, 200 individui vengono sottoposti a una terapia con tale farmaco e 80
di essi guariscono dalla patologia per cui il farmaco e stato formulato. A un livello di confidenza del 95%, qual ¢ la per-

centuale p di malati che il farmaco guarisce? [33,2% < p < 46,8%]

@00

E[Z] In un campione di 150 articoli prodotti da una azienda, 10 sono risultati difettosi. A un livello di confidenza del

99% qual ¢ la percentuale p di articoli difettosi? [1,4% < p < 12%]
[N 1 le]

:EE0] I35 Un’azienda che produce lampadine dichiara che la durata
: media di un certo tipo di lampadine ¢ di 785 ore. Una verifica effettua-
ta su un campione di 150 lampadine ha dato come esito una durata
: media di 780 ore, con una deviazione standard di 10 ore. A un livello
: di confidenza del 95%, puo ritenersi veritiero quanto dichiarato dall’a-
zienda?
» Cambierebbe la risposta a un livello di confidenza del 90%?

[No; no]

[ 1 le]
[EE] La durata media di una batteria & dichiarata di 600 ore. Una verifica effettuata su un campione di 100 batterie ha

dato come esito una durata media di 590 ore, con una deviazione standard di 20 ore. A un livello di confidenza del
95%, puo ritenersi veritiero quanto dichiarato dall’azienda? [S1]

[ 1 1]
[EP] Una casa farmaceutica afferma che un antidolorifico di sua produzione impiega in media 22 minuti per agire.

In base alle analisi effettuate su un campione di 50 pazienti, il beneficio é stato ottenuto in media in 23 minuti con
una deviazione standard di 8 minuti. A un livello di confidenza del 99%, puo ritenersi veritiero quanto dichiarato
dall’azienda? [Si]
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Esercizi di riepilogo

Esercizi interattivi

Y Yo)
[EE] Vero o falso?

Stabilisci se le seguenti proposizioni sono corrette: se lo sono, giustificale, altrimenti mostra che sono false tramite un

controesempio.

a. se due sequenze di numeri hanno la stessa media, allora hanno anche la stessa mediana
b. se due sequenze di numeri hanno la stessa mediana, allora hanno anche la stessa media
c. esistono sequenze di numeri per cui la moda, la media e la mediana coincidono

d. la moda di una sequenza di numeri puo non essere unica

e. sia la varianza sia la deviazione standard presentano la stessa unita di misura dei dati

e

EEEEE
FEEEE

Test

@00
LEL! Un impiegato ha percepito per i primi 3 mesi del-

I'anno uno stipendio mensile di 1000 euro. Nei 9 mesi
successivi lo stipendio mensile ¢ aumentato di 400 euro.
Qual ¢ lo stipendio medio nell’anno di quell'impiegato?

1250 euro 1350 euro
1300 euro [D] 1400 euro

800
[fd La media aritmetica di 11 numeri ¢ 4850. Se cia-

scuno degli undici numeri viene diminuito di 10, quanto
diventa la loro media aritmetica?

4830 4840 4850
[D] I dati forniti non sono sufficienti per determinarla

[ 1 le]
] Mario, Luigi e Giacomo pesano complessivamente

210 kg. Sapendo che Mario e Luigi pesano rispettiva-
mente 3 kg in meno e 4 kg in pitl della media aritmetica
fra i pesi di tutti e tre, quanto pesa Giacomo?

(Al 68 kg [B169 kg [C]70 kg

900
[EEd 1 voti in matematica di 10 studenti in un compito

in classe sono stati: 9, 8, 7, 6, 5, 7, 8, 8, 5, 4. Il voto mini-
mo della meta degli studenti pil bravi e:

[Alla media dei voti

la moda dei voti

la mediana dei voti

[D] nessuna delle altre risposte

[D]71 kg

ﬁ Stabilisci quale delle seguenti affermazioni e vera.

La media di un insieme di dati non pud mai essere
uguale a zero

La mediana di un insieme di dati puo essere uguale
alla media aritmetica

La deviazione standard di un insieme di dati non
puo mai essere uguale a zero

[D]La moda di un insieme di dati non puo essere
uguale alla mediana

[ _ls]e)
[EE] La media dei voti ottenuti in un compito in classe

e stata 6 e la mediana 5,5. Il professore decide di alzare
tutti i voti di mezzo punto. Allora:

la media resta invariata e la mediana aumenta di 0,5
la media aumenta di 0,5 e la mediana resta invariata
sia la media sia la mediana restano invariate

[D] sia la media sia la mediana aumentano di 0,5

@800
[FI] Stabilisci quale delle seguenti affermazioni é falsa.

La deviazione standard di un insieme di dati:
€ sempre un numero non negativo
puo essere uguale a zero
non cambia se a tutti i dati si aggiunge uno stesso
numero
[D] non cambia se tutti i dati vengono moltiplicati per
uno stesso numero

@00

[Fil Al fine di svolgere un’indagine sull’utilizzo di Internet da parte dei propri studenti, una scuola media rileva il
tempo di connessione giornaliero (in minuti) degli studenti delle sezioni A e B dell'ultimo anno. Sapendo che per le
due sezioni il numero di studenti, la media e la varianza del tempo di connessione sono rispettivamente:

na = 30, g = 20, 04 = 49 e ng = 20, pp = 30, 0% = 36
stabilisci quale delle seguenti affermazioni € corretta.

La media su entrambe le classi del tempo di connessione e 25 minuti

La variabilita del tempo di connessione é la medesima per le due sezioni

La media su entrambe le classi del tempo di connessione e di 24 minuti

[D] La variabilita del tempo di connessione ¢ maggiore nella sezione B

[E] Nessuna delle altre affermazioni
(Olimpiadi della Statistica 2013)




Esercizi di riepilogo

@ In una classe si é rilevato il mezzo di trasporto con cui gli allievi si recano a scuola. I dati grezzi ottenuti sono:

a piedi in treno in autobus [ in auto in auto in treno in autobus | a piedi a piedi

in auto in auto a piedi in treno in autobus | in auto a piedi in auto in autobus

a. Precisa il carattere studiato, le relative modalita, il collettivo e le unita statistiche.
b. Determina la tabella che rappresenta la distribuzione delle frequenze assolute, relative e percentuali.

[ Is]e]
[PZ] 11 diagramma a barre rappresenta la distribuzione di frequenze delle eta dei giocatori in un torneo.

a. Qual ¢ il numero complessivo dei partecipanti ”
al torneo? _
b. Qual é I'eta media dei partecipanti? £ 20
¢. Qual é I'eta mediana? '§' 16
d. Quale eta rappresenta la moda della distribu- §_
zione? 3 12
e. Qual ¢ la percentuale dei partecipanti aventi e 8
s o
piu di 20 anni? s § 4
a.70; b. — ~ 21,2; c. 21; d. 23; 0
35
19 20 21 22 23
e. circa il 62,86% .
Eta
[ 1 Ie]
[FZ] Sono dati i numeri: a, a + 1, a + 2, a + 4, essendo a € R. Determina a in modo che la media di questa sequenza
di numeri sia uguale al triplo della mediana. {a 1 }
-8

i 1 ]
: ﬁ (Tl g R Tg{ i =1a) Considera i numeri seguenti, dipendenti dal parametro reale k:
. 1 3

k—i—?, —2k—1, 3k+1, 2k—|—?

a. Calcola la loro media aritmetica, verificando che risulta indipendente da k.

b. Spiega perché, senza ulteriori informazioni, non ¢é possibile calcolare la loro mediana.

1
c. Calcola la loro mediana nel caso in cui sia k > X

1
d. La formula che esprime la mediana per k > Enon e piu valida per k = 0. Verificalo e spiega perché cio accade.

800
EFZ] Si svolge un’indagine sull'importo della «paghetta» che i ragazzi di 16 anni ricevono dai genitori. Il 75% degli in-

tervistati riceve una media di 100 euro al mese; il 15% una media mensile di 80 euro e il restante 10% una media di
160 euro. Qual ¢ la paghetta media mensile dei ragazzi nel campione esaminato? [103 euro]

@00
[Fil Si é rilevato su un campione di persone il numero di riviste acquistate in una data settimana. La tabella seguente

rappresenta la distribuzione delle frequenze ottenuta:

Numero di riviste 0 1 2 3 4
Frequenza assoluta 12 |13 |15 |6 4
Determina il numero medio e il numero mediano di riviste acquistate. [Media = 1,54; mediana = 1,5]

[ le]
IE% La seguente tabella riporta (per classi di eta) il numero di persone seguite dalla ASL di Pavia, nel 2002, per tossi-
codipendenza (fonte: annuario statistico regionale).

Classi di eta [0, 14] [15,19] |[20,24] [[25,29] [30,34] |[[35,39] |Oltre 39
Frequenza 4 25 133 268 450 421 426

Trova l'eta media, I'eta mediana e la classe modale della distribuzione rappresentata nella tabella, chiudendo 'ultima
classe a 50. [Media ~ 34,5; mediana = 32; classe modale = 30-34]
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800
[FZ] Un grande magazzino ha rilevato le taglie di pantaloni vendute in una settimana. La seguente tabella riporta la

distribuzione delle frequenze relative dei dati raccolti.

Taglia 44 46 48 50 52 54
0,08 [0,15 (0,20 0,15 10,09

Frequenza relativa

a. Qual ¢ il carattere oggetto di questa indagine statistica? Quali modalita pu6 assumere il carattere?

b. Qual ¢ la frequenza relativa della taglia 50? Quale taglia rappresenta la moda della distribuzione?
Supposto che nella settimana in cui sono stati rilevati i dati siano stati venduti complessivamente 200 pantaloni, ri-
spondi ai seguenti ulteriori quesiti:

c. Determina quanti pantaloni della taglia 50 sono stati venduti.

d. Calcola la taglia media e la taglia mediana.

e. Calcola la deviazione standard delle taglie dei pantaloni. Esprimi il risultato arrotondato alla seconda cifra deci-

male.

f. Calcola il coefficiente di variazione delle taglie dei pantaloni.

[b. 0,33, taglia modale = 50; c. 66; d. taglia media = 49,18, taglia mediana = 50; e. 2,73; f. 0,056]

800
LE[] La prova d’esame di un concorso cui hanno partecipato 50 candidati € costituita da 8 esercizi. La seguente tabella

riporta i dati relativi a quanti esercizi ha svolto ciascun candidato.

Numero di esercizi svolti 1 2 3 4 5 6 7 8

Frequenza 2 1 3 20 12 3 5 4

-]

. Qual ¢ il carattere oggetto di questa indagine statistica? Quali modalita puo assumere il carattere?

. Costruisci la tabella delle frequenze percentuali e rappresentala con il grafico che ritieni piu opportuno.
Completa la tabella delle frequenze percentuali, calcolando anche le frequenze percentuali cumulate.

. Quanti sono, in percentuale, i candidati che hanno svolto un numero di esercizi minore o uguale a 4?
Quanti sono, in percentuale, i candidati che hanno svolto piu di 6 esercizi?

Calcola il numero medio e il numero mediano di esercizi svolti da un candidato.

oo o

-0

[d. 52%; e. 18%; f. numero medio = 4,76, numero mediano = 4]

800
EEIl Si e rilevato il tasso di colesterolo nel sangue di 100 persone e si sono ottenuti i seguenti risultati:

Tasso colesterolo (in mg/dl) [80,120) |[120, 160)|[160, 200) | [200, 240) | [240, 280) | [280, 320) |[320, 360)

Frequenza 2 18 40 24 12 3 1

a. Rappresenta la distribuzione delle frequenze con un istogramma.
b. Determina la percentuale del campione avente colesterolo inferiore a 240 e la percentuale del campione avente
colesterolo maggiore o uguale a 200.
¢. Determina la mediana e la media.
d. Determina la varianza e la deviazione standard.
e. Determina il coefficiente di variazione.
[b. 84%; c. mediana = 180, media = 195,6;d. V = 2012,64, s ~ 44,86; e. 0,23 (circa)]

[ le]e]
EE?] Cinque tuffatori A, B, C, D, E eseguono una serie di quattro tuffi ciascuno, con diverso grado di difficolta, otte-

nendo dalla giuria i seguenti punteggi:

A B C D E
1° tuffo 5,50 8 6 7 7
2° tuffo 6 7,90 5,25 7,25 6
3° tuffo 6,50 6,75 7 7,25 5,50
4° tuffo 7 7,50 8,50 7 7,25

Dato che i tuffi hanno diversi gradi di difficolta, a ognuno di essi ¢ stato assegnato un peso diverso: il primo tuffo ha
peso 1, il secondo ha peso 2, il terzo ha peso 3 e il quarto ha peso 2,5. Calcola la media aritmetica ponderata dei pun-
teggi di ciascun tuffatore, stilando la classifica finale.
[Nell'ordine, i punteggi medi sono: B >~ 7,39; D ~ 7,15; C >~ 6,91; A ~ 6,41; E ~ 6,31]



Esercizi di riepilogo

[ 1 Ie]
In una scuola con diversi indirizzi operano tre commissioni d’esame. I candidati della prima commissione sono i

3 5
T dei candidati della seconda e hanno avuto un voto medio di 72; i candidati della seconda commissione, che sono i T

dei candidati della terza, hanno avuto un voto medio di 76, e gli allievi della terza commissione hanno avuto un voto me-
dio di 70. Qual ¢ il voto medio degli alunni di tutta la scuola? [Circa 73,19]

[ 1 le]
EEZ] In una classe di 25 alunni ci sono due alunni assenti nel giorno della correzione e riconsegna del compito in

classe di matematica. L'insegnante non dice il voto degli assenti, ma dice che sia il voto medio dei 23 presenti, sia il
voto medio di tutti e 25 gli alunni € 6,5 e che, dei due assenti, uno ha preso tre punti in pit dell’altro. Quali sono i
voti dei due assenti? [5 e 8]

[ 1 le}
EEE Frai partecipanti a un viaggio, I'etd media delle donne ¢ inferiore di 3 a quella degli uomini. Sapendo che gli uo-

mini sono £ delle donne e che la media delle eta di tutti i partecipanti & 43 anni, determina I'eta media delle donne e
'eta media degli uomini. [Eta media degli uomini = 45,25; eta media delle donne = 42,25]

[ 1 Is]
EE] Un gruppo assicurativo ha 10 agenti. In un mese otto agenti hanno stipulato 6 polizze ognuno, il nono agente ha

stipulato 5 polizze e il decimo agente ha stipulato una polizza in pit del numero medio di polizze che un agente del
gruppo ha stipulato in quel mese. Qual ¢ il numero complessivo di polizze stipulate in quel mese da tutti gli agenti?

900
[EIl Considerando i dati in tabella, calcola, per 'anno scolastico 2008/2009:

a. il tasso percentuale di iscritti alle scuole non statali rispetto al numero complessivo di iscritti;
b. il tasso percentuale di iscritti di sesso femminile rispetto al numero complessivo di iscritti;

c. il tasso percentuale di ripetenti rispetto al numero complessivo di iscritti e il tasso di ripetenti maschi rispetto al
numero complessivo di ripetenti;

d. la densita degli studenti per scuola e per classe.

Arrotonda i risultati dei punti a., b., c. con una cifra decimale e i risultati del punto d. a un numero intero. Di che tipo
di rapporti si tratta?

Anno Scuole Classi Totale di cui Numero Numero Numero femmine
scolastico numero maschi studenti iscritti |studenti ripetenti su 100

iscritti in scuole statali | ripetenti femmine iscritte
2008/09 6809 130784 2723562 1389562 2568319 209714 58

[a. 5,7%; b. 49%; c. 7,7%, 63,1%; d. 400 studenti/scuola, 21 studenti/classe]

[ 1 e
EEL] Nella seguente tabella ¢ riportata, in parte, la serie dei numeri indice a base mobile (espressi in percentuale) dei

prezzi in euro di una rivista mensile negli anni 2005-2010.

Anno 2005 2006 2007 2008 2009 2010
Prezzo in euro 4 4,2 43 | .. ]
Numero indice a base mobile - .. 110% 115% 120%

a. Completa la serie dei prezzi della rivista negli anni mancanti, arrotondando il risultato ai centesimi.

b. Completa la serie dei numeri indice a base mobile, sempre esprimendoli in percentuale e arrotondandoli a un
numero intero.

c. Determina la serie dei numeri indice a base fissa, assumendo come anno base il 2005 ed esprimendoli in per-

centuale.
[a. 4,73 euro, 5,44 euro, 6,53 euro; b. 105%, 102%; c. 105%, 107,5%, 118,25%, 136%, 163,25%]



Richiami e complementi di statistica in una variabile

ﬁ Inventa tu. Un’azienda produce delle macchine per caffe espresso. L’obiettivo e di avere il maggior numero pos-
sibile di clienti, e la loro soddisfazione.

Alcuni dati relativi al numero di macchine per caffe vendute, alla soddisfazione dei clienti e ai costi di produzione negli
anni 2015-2017 sono riportati nella seguente tabella.

"

Anno Numero di macchine Numero di clienti soddisfatti Costo complessivo per la
per caffe vendute (ogni cliente ha acquistato produzione della macchine
esattamente una macchina per caffe vendute
per caffe) (euro)
2015 15500 9620 620000
2016 13200 10150 594000
2017 16400 12670 607 200

Definisci degli indicatori di efficacia ed efficienza, calcolane il valore e, alla luce di essi, commenta i risultati ottenuti
dall’azienda in termini di efficacia ed efficienza nel triennio preso in esame.

[ 1 1]

ELT] 11 paradosso dei voti. In due prime classi di una stessa scuola ¢ stato proposto lo stesso compito in classe di ma-
tematica. Le due classi sono composte entrambe da 24 alunni, di cui 8 ragazzi e 16 ragazze nella sezione A, 16 ragazzi
e 8 ragazze nella sezione B. I voti riportati dagli allievi sono riportati nelle seguenti tabelle.

Classe 1A
Ragazzi 3 4 4 5 3 3 6 4
Ragazze 7 8 6 9 7,5 7 7 8 8 6 6 7,5 9 9 7 8

Ragazzi 4 5 5 6 4 4 7 5 5 6 4 5 5 7 4 5
Ragazze 8 9 7 10 8,5 8 9 8,5

a. L'insegnante della sezione A afferma: «I miei alunni hanno, in media, ottenuto voti migliori degli alunni della se-
zione B».

b. L’insegnante della sezione B afferma: «Sia il gruppo dei ragazzi, sia il gruppo delle ragazze della mia classe hanno,
in media, ottenuto voti migliori rispetto ai voti del gruppo dei ragazzi e del gruppo delle ragazze della sezione A».

Come si spiega questo apparente paradosso? Avrebbe potuto verificarsi un paradosso analogo se nelle due classi (sem-
pre supposte ugualmente numerose) il numero dei ragazzi della sezione A fosse stato uguale al numero dei ragazzi del-
la sezione B?



Esercizi di riepilogo

H Dalle gare

11
:FE§] Mariolina invita i visitatori del suo blog a dare i loro suggerimenti e a esprimere con un voto il gradimento del si-

to. La media attuale dei voti dei visitatori ¢ visibile sul sito. Giuliano, cui piace molto il sito della sua amica, decide di
. dare come voto la media visibile sul sito piu 1. In seguito al voto di Giuliano, la media dei voti del sito aumenta di 0,02
: punti. Quanti visitatori del sito hanno votato prima di Giuliano sul blog di Mariolina?

§ (Mathématiques sans frontieres, febbraio 2008) [49]

ﬁ Michele si prepara all’ultimo compito in classe di matematica dell’anno; lo affronta con tranquillita, sapendo che
se prendera 10 avra la media del 9, mentre prendendo 5 la media diverra 8. Quanti compiti ha gia fatto quest’anno Mi-
: chele?

2 3 4 0] 5 [E]T dati non sono sufficienti per dare la risposta
(Giochi di Archimede 2004) [C]

: ﬁ Andrea, Beatrice, Chiara, Davide, Enea e Federico sono molto amici. La loro eta media ¢ di 16 anni. Se a loro si
: uniscono tre amici di Enea, I'eta media dell'intero gruppo diventa di 18 anni. Qual ¢ I'eta media dei tre amici di Enea?

[A] 18 19 22 0] 21 20
E (Giochi di Archimede, 2015)
: @80
:EEZ] 1 seguenti dati rappresentano il grasso totale contenuto negli hamburger e nel pollo preparati da un campione di
: catene di fast food:

Hamburger
| 19 | 31 | 34 | 35 | 39 | 39 | 43 |

Pollo
7 9 15 16 16 18 22 25 27 33 39

: Quale delle seguenti affermazioni ¢ corretta?

La media aritmetica e la mediana del grasso contenuto negli hamburger sono entrambe maggiori rispettivamente
della media aritmetica e della mediana del grasso contenuto nel pollo

La mediana del grasso contenuto negli hamburger ¢ maggiore di quella del pollo, mentre la media aritmetica del
grasso contenuto negli hamburger ¢ minore di quella del pollo

La mediana del grasso contenuto negli hamburger ¢ minore di quella del pollo, mentre la media aritmetica del
grasso contenuto negli hamburger ¢ maggiore di quella del pollo

[D] La media aritmetica e la mediana del grasso contenuto negli hamburger sono entrambe minori rispettivamente
della media aritmetica e della mediana del grasso contenuto nel pollo (Olimpiadi della statistica 2013)

I.ﬁ Sull'isola Kenonce tutti gli studenti che quest’anno hanno terminato la scuola superiore hanno partecipato al test
: per Pammissione all'universita. Considerando I'intera popolazione scolastica, il punteggio medio al test € stato 11. Se
: perd ci si restringe agli studenti che hanno partecipato alle gare di matematica, che sono il 25% del totale, il punteggio
medio al test € stato molto piu alto: ben 18 punti. Allora, indicando con p il punteggio medio degli studenti che NON
¢ hanno partecipato alle gare di matematica, si ha:

[Al8<p<9 clo9<p<10 El6<p<7
[BJl0<p<11 [b]7<p<38 [Flp<6

(Gara Nazionale Classi prime, 2017)
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Richiami e complementi di statistica in una variabile

BN Specifica il tipo di rapporto statistico: di composizione, di derivazione, di coesistenza, di densita.

. Il rapporto tra I'incasso di un esercizio commerciale e il numero degli scontrini emessi.

. Il rapporto tra il numero dei telefoni cellulari in Italia e la popolazione italiana.

. Il rapporto tra il numero di studenti maggiorenni e quello di studenti minorenni nella tua scuola.

. Il rapporto tra il numero di laureati di sesso femminile e il numero complessivo di laureati.

. Il rapporto tra la quantita di vino prodotto in Emilia-Romagna e la superficie della regione coltivata a viti.

Il rapporto tra il numero di autovetture di produzione italiana e il numero di autovetture di produzione straniera

circolanti in Italia nell’anno 2016.

o o0 o

IFA La tabella riporta la serie dei numeri indice a base fissa e a base mobile (espressi in percentuale) del numero degli
studenti nell’istituto di Francesca. Completa la tabella, tenendo presente che I'anno di riferimento per gli indici a base
fissa € il primo della rilevazione, cioé il 2012.

Anno 2012 2013 2014 2015 2016 2017
Numero studenti 800 840

Indice a base fissa 105% 130%
Indice a base mobile 95% 110%

BEN Si é registrato il numero n di SMS ricevuti in “Frequenze
un giorno dagli studenti di una classe e si sono ot- P P

tenuti i dati riportati nel diagramma in figura. 1
9T 8
Determina: 1
a. il numero medio di SMS ricevuti s
b. il numero mediano di SMS ricevuti; 3+ 2 3
c. la deviazione standard del numero di SMS ricevuti. :! :
— i i . >
O 0<n<4 5<n<9 10<n<14 15<n<19  SMS

(numero)
N La media dei voti di un compito in classe ¢ stata 6,5, la mediana 6 e la deviazione standard 1,5.
a. Se il professore decide di aumentare tutti i voti di 1 punto, come variano la media, la mediana e la deviazione

standard dei voti del compito?
b. Se il professore decide di aumentare tutti i voti del 10%, come variano la media, la mediana e la deviazione stan-

dard dei voti del compito?

Il Si vuole determinare il peso medio degli adulti di sesso maschile. Nel campione esaminato, costituito da 200 per-
sone, si ¢ osservata una media di 82 kg e una deviazione standard di 5 kg.
a. A un livello di confidenza del 95%, in quale intervallo ¢ compreso il peso medio dell'intera popolazione adulta di

sesso maschile?
b. A parita di media, deviazione standard e livello di confidenza, come cambierebbe la risposta data in precedenza

se il campione fosse costituito da 500 persone?
N Ai fini di valutare il gradimento di un prodotto alimentare appena posto sul mercato, sono state interpellate 100
persone, delle quali 76 hanno formulato un giudizio pienamente positivo.

a. A un livello di confidenza del 90%, in quale intervallo € compresa la percentuale dei consumatori soddisfatti?
b. E a un livello di confidenza del 99%?

Valutazione

Esercizio 1 2 3 4 5 6 Totale
Punteggio 0,25-6=15| 2 |0,75+0,754+1=25/0,5-2=1]0,75-2=1,5]|0,75-2=1,5 10
massimo

Punteggio

ottenuto

Tempo indicativo: 1 h
Risposte p. 218



Statistica bivariata,
correlazione
e regressione

! Tabelle a doppia entrata

Nell'Unita 1 abbiamo appreso le nozioni fondamentali relative alla statistica univa-
riata, ossia a quella parte della statistica che si occupa dell’analisi dei dati provenienti
dalla rilevazione di un solo carattere su una data popolazione. In questa Unita vo-
gliamo invece introdurre le nozioni di base relative alla statistica bivariata: vogliamo
cioe vedere come si estendono le nozioni della statistica univariata quando vengono
rilevati congiuntamente due caratteri, diciamo X e Y. L’obiettivo ulteriore che ci
porremo, in questo nuovo contesto, sara quello di scoprire e mettere in luce eventua-
li relazionitraXeY.

Distribuzioni congiunte e marginali

Supponiamo dunque che due caratteri X e Y siano osservati (insieme) su ciascuna
delle n unita che compongono la popolazione in esame.

1l risultato della rilevazione é un insieme di coppie ordinate (x, y) che possono essere
rappresentate in una tabella come quella qui sotto, detta tabella dei dati grezzi:

Unita statistiche Modalita di X rilevata Modalita di Y rilevata
1 X1 V4l
2 X2 V2
n Xn yn

ESEMPIO  Tabella dei dati grezzi

Su una popolazione formata da cinque amici si sono rilevati due caratteri: I'eta (X)
e la citta di nascita (Y). I dati grezzi possono essere organizzati nella tabella sotto-

stante.
Nome Eta Citta di nascita
Alberto 30 Milano
Maria 35 Torino
Giovanni 32 Milano
Paola 30 Milano
Alessandro 32 Roma

Nell’ambito della statistica univariata abbiamo visto che per rendere i dati grezzi me-
glio leggibili ¢ utile costruire la tabella che ne rappresenta la distribuzione di fre-
quenze. Similmente si procede nell'ambito della statistica bivariata, costruendo una
tabella a doppia entrata, che riporti le frequenze con cui si manifestano le varie cop-
pie di modalita osservate.

Le frequenze assolute di queste coppie sono dette frequenze congiunte e la tabella
cosl costruita viene detta distribuzione doppia di frequenze.

Unita

Con GeoGebra

(6]
9]

; Esercizi
interattivi

(&)

ALTRE NOTAZIONI

La frequenza congiunta
della coppia (x;, y;) viene
spesso indicata anche
con il simbolo fj.




OSSERVA

Il numero complessivo

di unita del collettivo

€ uguale sia alla somma
delle frequenze marginali
di X, sia alla somma

delle frequenze marginali
diY.

Unita 2 Statistica bivariata, correlazione e regressione

ESEMPIO  Distribuzione doppia di frequenze

In riferimento all’esempio precedente, il carattere X (eta) manifesta tre modalita
distinte: 30, 32, 35; cosi pure il carattere Y (citta di nascita) manifesta tre modali-
ta distinte: Milano, Torino, Roma. I dati grezzi possono essere organizzati nella
seguente tabella a doppia entrata, dove nella prima colonna sono riportate le mo-
dalita distinte di X, nella prima riga le modalita distinte di Y e all'incrocio tra
una riga e una colonna e scritta la frequenza congiunta della coppia corrispon-
dente.

Per esempio, la coppia (30, Milano) si presenta due volte, quindi abbiamo posto un
2 all'incrocio della riga e della colonna corrispondenti; invece la coppia (30, Tori-
no) non si presenta mai, quindi abbiamo posto uno 0 all'incrocio della riga e della
colonna corrispondenti. Le frequenze congiunte delle coppie (30, Milano) e (30,
Torino) sono dunque rispettivamente 2 e 0.

Y | Milano Torino Roma
X
30 2 0 0
32 1 0 1
35 0 1 0

La tabella a doppia entrata che rappresenta le frequenze congiunte di X e Y si com-
pleta di solito con un’ultima riga, dove vengono riportate le somme delle frequenze
di ciascuna colonna, e un’ultima colonna, dove vengono riportate le somme delle fre-
quenze di ciascuna riga. L'ultima riga e I'ultima colonna rappresentano le cosiddette
distribuzioni marginali dei due caratteri, cioe le distribuzioni di X e Y che si avreb-
bero se ciascuno di essi fosse stato rilevato singolarmente.

Allincrocio dell’'ultima riga e dell’'ultima colonna si pone il numero complessivo di
unita della popolazione.

ESEMPIO  Distribuzioni marginali

In riferimento alla tabella dell’esempio precedente, ne risultano le distribuzioni
marginali messe in evidenza sull’ultima riga e sull'ultima colonna:

Y | Milano Torino Roma Totale
X
30 2 0 0 2
Distribuzione

32 1 0 1 2 marginale di X
35 0 1 0 1

Totale | 3 1 1 5

Distribuzione marginale di Y Numero complessivo

Distribuzioni condizionate

Facciamo ancora riferimento alla tabella dell’'ultimo esempio. Se per esempio fissia-
mo l'attenzione sulla riga corrispondente alla prima modalita di X, x;= 30, leggiamo
come si distribuisce il carattere Y tra le unita della popolazione che manifestano la
modalita x, di X. Per questo motivo si dice che tale riga rappresenta la distribuzione
condizionata di Y rispetto alla modalita x; di X (vedi la tabella a pagina seguente).



Unita 2 Statistica bivariata, correlazione e regressione

Distribuzione condizionata di Y rispetto alla modalita x; =30 di X -

Y | Milano Torino Roma Totale
X
s 30 2 0 0 2 *
32 1 0 1 2
35 0 1 0 1
Totale | 3 1 1 5

Piu in generale, fissare I'attenzione su una sola riga (o colonna) della tabella (esclu-
dendo quelle delle modalita e dei totali) significa restringersi alla sottopopolazione
che presenta una data modalita di X (o di Y): ciascuna di queste righe o colonne,
singolarmente presa, rappresenta percio una particolare distribuzione condizionata.
E anche possibile costruire le distribuzioni condizionate relative, ponendo a rap-
porto le frequenze congiunte che appartengono alla distribuzione condizionata con-
siderata con i corrispondenti totali di riga o di colonna. Per esempio, in riferimento
alla tabella sopra, la distribuzione condizionata di X rispetto a y; e la corrispondente
distribuzione condizionata relativa sono rappresentate qui sotto.

X Distribuzione condizionata X|y; | Distribuzione condizionata relativa
30 2 2/3
32 1 1/3
35 0 0/3
Totale 3 1
Generalizziamo

Piu in generale, supponiamo che il carattere X abbia manifestato le modalita distinte
X1, X2, ..., Xk € che il carattere Y abbia manifestato le modalita distinte y;, y2, ..., ¥h.
Indicando con f(x;, y;) la frequenza congiunta della coppia (x;, yj), con
f(x1), . f(xk) le frequenze (dette marginali) della distribuzione marginale di X,
con f(y1), ... f(yk) le frequenze della distribuzione marginale di Y, i dati raccolti
nella rilevazione congiunta di X e Y possono essere organizzati in una tabella a dop-
pia entrata come la Tab. 1.

Tabella 1 ___ Frequenza assoluta con cui la modalita x;
si presenta congiuntamente alla modalita y;
Y| n Yi | | Yh Totale
X
X1 f(x1) —
Somme
— per riga:
84 forniscono
Xi f(x;, y]) 1 la
distribuzione
— marginale
di X
Totale | f(y;) f(yn) n

Somme per colonna:
forniscono la distribuzione marginale di Y

Numero complessivo
di unita del collettivo

IN SIMBOLI

La distribuzione di X
condizionata a una modalita
y; di Y siindica con il simbolo
Xly;-

Analogamente va
interpretato il simbolo Y| x;.

ALTRE NOTAZIONI

La frequenza marginale f(x;)
viene indicata anche con il
simbolo f;, e la frequenza
marginale f(y;) conil
simbolo f. ;. Il punto posto
prima o dopo l'indice indica
il fenomeno che e stato
trascurato, per ricordare che
si sta lavorando con
frequenze marginali.
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OSSERVA

La condizione di
indipendenza [1] richiede in
pratica che ognifrequenza
congiunta sia uguale al
prodotto delle
corrispondenti frequenze
marginali, diviso per n.

Unita 2 Statistica bivariata, correlazione e regressione

L’organizzazione dei dati in una tabella a doppia entrata permette dunque di riassu-
mere molti tipi di informazioni:

1. il comportamento congiunto di X e di Y: e rappresentato nelle caselle della tabella
non appartenenti ai bordi, dove sono riportate le frequenze congiunte di X e Y;

2. il comportamento di X e Y, considerati singolarmente: ¢ rappresentato sull’ultima
colonna e sull’'ultima riga della tabella, dove sono riportate le frequenze marginali
diXeV;

3. il comportamento di un carattere (X o Y) condizionatamente a una modalita del-
Ialtro: e rappresentato sulle righe e sulle colonne interne alla tabella, considerate
singolarmente.

l Dipendenza e indipendenza statistica

Come gia anticipato, lo studio statistico di due caratteri X e Y, rilevati congiunta-
mente su una data popolazione, si pone tra i vari obiettivi anche quello di stabilire
se sussiste qualche relazione di dipendenza tra X e Y.

I metodi che esporremo in questo paragrafo per valutare I'eventuale dipendenza tra
due caratteri possono essere applicati sia a caratteri quantitativi sia a caratteri quali-
tativi, perché faranno riferimento solo alle frequenze; tuttavia, nella pratica si utiliz-
zano prevalentemente per caratteri di tipo qualitativo, poiché per caratteri quantita-
tivi esistono strumenti statistici pitt adeguati (che presenteremo nel Paragrafo 3).

Dipendenza e indipendenza

Dati due caratteri X e Y, per stabilire se X dipende o meno da Y viene naturale I'idea
di confrontare le distribuzioni di X condizionate alle modalita di Y con la distribu-
zione marginale di X (che esprime il comportamento di X considerato singolarmen-
te). Se c’e indipendenza, c’¢ da aspettarsi che il condizionamento di X alle modalita
di Y non abbia alcun effetto, ossia che le distribuzioni condizionate si mantengano
uguali a quella marginale. Occorre pero prestare attenzione a un aspetto: le frequen-
ze marginali si riferiscono all'intera popolazione, mentre le frequenze condizionate si
riferiscono soltanto alla sottopopolazione che presenta la modalita rispetto cui stia-
mo condizionando. Non sarebbe percio corretto eseguire il confronto tra le frequen-
ze assolute: il confronto deve essere fatto tra frequenze relative. Queste considerazio-
ni portano alla seguente definizione.

DEFINIZIONE | Indipendenza

Il carattere X si dice indipendente da Y se le distribuzioni condizionate relative
di X rispetto alle modalita di Y sono uguali alla distribuzione marginale relativa
di X.

Ogni qualvolta due caratteri non sono tra loro indipendenti, si dira che esiste una
dipendenza tra di essi; in particolare, se i due caratteri sono qualitativi, la dipenden-
za si chiama connessione.

TEOREMA 1 | Indipendenza tra due caratteri

Due caratteri X e Y, di cui sono state osservate rispettivamente le modalita distin-
te X1, ..., X € ¥1, -, Yp» SU una popolazione costituita da # unita, sono indipendenti
se e solo se risulta:

Hem ) = Mper ognii=1,..,keperognij=1,..h [1]
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DIMOSTRAZIONE
Facciamo riferimento per maggiore chiarezza alla generica tabella che rappresen-
ta la distribuzione doppia di frequenze di X e Y.

Y | »n Y2 i | e Yh Totale
X
X1 f(X], y1) f(X], yz) f(X], yl) f(X], yh) f(X]) +
Xij
Xk f(Xk)
Totale | f(y1) f(y2) f(y;) f(yn) n i

Supponiamo che Y sia indipendente da X, cioe che le distribuzioni condizionate
relative di Y siano uguali alla distribuzione marginale relativa di Y (il caso sim-
metrico in cui X ¢ indipendente da Y si puo trattare in modo del tutto analogo).
Fissiamo I'attenzione sulla seconda riga della tabella, che rappresenta la distribu-
zione di Y condizionata alla modalita x; di X. La corrispondente distribuzione
condizionata relativa si ottiene ponendo a rapporto le frequenze con il corrispon-
dente totale di riga:

fGxuy) fxn2) f(x19m)
fla) 7 fxa) 7T f(xa)

Analogamente, la distribuzione marginale relativa di Y e data da:

fO’l)’f()’z)’ ’f(,Vh)
n

n n

Affinché queste due distribuzioni di frequenze relative siano uguali dovra essere:

feny) _ fo) feays) _ fO2)  flagm) _ fOn)

fx) n o f(x) n 7T f(xa) n

ossia:

fla ) = LEVO) oy SV -y = TGO

n n n
Altrettante analoghe uguaglianze scaturiscono condizionando Y rispetto alle mo-
dalita x,, ..., X.

In definitiva deve essere:

perognii=1,.,keperognij=1,..h

Distribuzione di Y condizionata
a X1

—Distribuzione marginale di Y

) = LB

E importante fare alcune osservazioni.

a.

La formula [1] ¢ simmetrica rispetto a x; e y;: da cio segue che X ¢ indipendente
da Y se e solo se Y ¢ indipendente da X.

. Le frequenze congiunte che realizzano la condizione di indipendenza statistica,

ossia le frequenze che si ottengono tramite la formula [1], vengono chiamate fre-
quenze teoriche di indipendenza, per distinguerle da quelle effettivamente osser-
vate: per non confonderle con queste ultime, indicheremo le frequenze teoriche di
indipendenza con un apice, con il simbolo f'(x;, ;).

. A ogni tabella che rappresenta una distribuzione doppia di frequenze osservate &

possibile affiancare la tabella teorica di indipendenza, che si costruisce mantenen-
do fisse le distribuzioni marginali e sostituendo le frequenze congiunte osservate
con quelle teoriche di indipendenza. L’indipendenza tra i due caratteri in esame
sara verificata se e solo se la tabella teorica di indipendenza coincide con la tabella
delle frequenze osservate.




RIFLETTI

Il significato della [2] e il
seguente. Per calcolare
I'indice chi-quadrato di una
distribuzione doppia di
frequenze occorre:

1. per ogni frequenza
congiunta, calcolare la
contingenza, elevarla al
quadrato e dividerla per la
corrispondente frequenza
teorica di indipendenza;

2. sommare tutti i risultati
ottenuti.

La doppia sommatoria nella
formula [2] significa che la
somma deve includere gli
addendi provenienti da tutte
le frequenze congiunte della
distribuzione doppia.
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ESEMPIO

Consideriamo la tabella qui sotto a sinistra (che si riferisce a due caratteri qualitativi os-
servati su un collettivo di 50 unita) e costruiamo la tabella teorica di indipendenza (a de-
stra).

Indipendenza tra due caratteri

Y|yvi | y2 | Totale Y |y ¥2 Totale
X X
30-25 20-25
x 15 |10 | 25 e V-2 298
1 0 15 0 10 | 25
30-15 20-15
X 7 8 15 = X2 e e R LY D
2 0 9 0 6 15
30-10 20-10
X 8 2 10 X3 = =
3 50 6 50 4 10
Totale | 30 | 20 | 50 Totale | 30 20 50

Tabella osservata Tabella teorica di indipendenza

Poiché le due tabelle non coincidono, concludiamo che i due caratteri X e Y non
sono statisticamente indipendenti.

E importante osservare che, mentre le frequenze congiunte osservate sono costituite
da numeri interi, le frequenze teoriche di indipendenza in generale non lo sono (dal
momento che sono ottenute come rapporto tra il prodotto delle corrispondenti fre-
quenze marginali e il numero complessivo di unita della popolazione). La situazione
di perfetta indipendenza statistica puo quindi realizzarsi solo nel caso fortuito in cui
tutte le frequenze teoriche di indipendenza sono numeri interi. Anche ammettendo
che si verifichi questa ipotesi, € facile capire che & comunque molto raro che la tabel-
la delle frequenze osservate coincida esattamente con la tabella teorica di indipen-
denza. Quest’ultima va quindi interpretata come una situazione ideale dalla quale &
importante capire quanto i dati reali si trovano distanti.

La misura del grado di dipendenza

Per misurare il grado di dipendenza di due caratteri X e Y dobbiamo quindi con-
frontare la tabella delle frequenze osservate con quella teorica di indipendenza: il
grado di dipendenza sara tanto piu elevato quanto piu la tabella delle frequenze os-
servate ¢ lontana dalla tabella delle frequenze teoriche di indipendenza. Gli indici
statistici che misurano tale «lontananza» si basano sulle differenze tra le frequenze
osservate e quelle teoriche; tali differenze sono dette contingenze e possono essere
cosi definite:

c(xi, y5) =

contingenza
della coppia (xi, yj)

/
f'(xi y)
frequenza teorica di indipendenza
della coppia (xi, yj)

fly) -
I—'—l
frequenza congiunta
della coppia (xi, yj)

Si puo dimostrare che la somma di tutte le contingenze ¢ sempre nulla. Pertanto,
per sintetizzare in un unico indice tutte le differenze, non e possibile basarsi sempli-
cemente sulla somma delle contingenze. L’indice sintetico pit noto, dovuto al mate-
matico e statistico Karl Pearson (1857-1936), si basa (per ragioni analoghe a quelle
viste quando abbiamo introdotto la varianza) sui quadrati delle contingenze e viene
indicato con la lettera greca x (chi) elevata al quadrato.

DEFINIZIONE | Indice chi-quadrato

Dati due caratteri X e Y, siano xi, ..., Xk € y1, ..., ¥ le differenti modalita con cui si
manifestano, rispettivamente, X e Y; I'indice chi-quadrato (o chi-quadro) e cosi
definito:

e=3y s 2
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L’indice x? soddisfa le proprieta che ragionevolmente ci aspettiamo da un indice che
misuri la dipendenza di due caratteri; infatti:
e ¢uguale a 0 se e solo se X e Y sono indipendenti (infatti vale 0 se e solo se tutte le

contingenze sono nulle);
e cresce al crescere delle contingenze.

L’indice x* puo essere calcolato pili rapidamente tramite la formula seguente, che si
dimostra essere equivalente alla [2] e ha il vantaggio di consentire di evitare il calcolo
delle contingenze e delle frequenze teoriche di indipendenza.

DEFINIZIONE | Formula abbreviata dell’indice chi-quadrato

Dati due caratteri X e Y, siano xy, ..., Xk € y1, ..., ¥ le differenti modalita con cui si
manifestano, rispettivamente, X e Y su una popolazione di » unita; I'indice di
connessione chi—quadrato puc‘) essere calcolato tramite la formula:

-1 [3]

ESEMPIO

In riferimento alla tabella dell’esempio precedente, calcoliamo I'indice di connessione x2.

Indice chi-quadrato

Y|y1r | y2 | Totale
X
X1 15 110 | 25 152 10? 7 s g2 22
- 2 _ —
. 8 15 X ;50(30‘25 2025 13015 T 20-15 T 30-10 T 20-10 1>7
X2 :
=B
X3 8 2 10 I
Totale | 30 [ 20 | 50

Si pone ora il problema di interpretare I'indice chi-quadrato. Il valore trovato nell’e-
sempio precedente & tanto o poco? E indice di una connessione forte o debole? Per
rispondere a queste domande occorre normalizzare I'indice, cioe trasformarlo in un
numero compreso tra 0 e 1, in modo che sia facilmente interpretabile. Questo obiet-
tivo si ottiene dividendo I'indice per il suo valore massimo.
Si dimostra che il valore massimo che puo assumere I'indice x? (cioé il valore che as-
sumerebbe nel caso di perfetta connessione) € uguale al prodotto tra n (il numero
complessivo di unita del collettivo) e il minimo tra k — 1 e h — 1 (essendo k e h ri-
spettivamente il numero di modalita differenti manifestate da X e Y).
Si giunge cosi alla formula seguente:

2
n-min{k—1, h—1}

Indice x? normalizzato =

ESEMPIO  Indice chi-quadrato normalizzato

In riferimento all’ultimo esempio svolto, normalizziamo I'indice di connessione 2.

XZ

n-min{k—1, h—1} -

Indice x? normalizzato = n=50k=3,h=2

25 25

9 9 25 1
, - ——~ 0056
50 -min{2,1} 50-9 18

1

50 min{3-1,2—1}

Pertanto la connessione tra i due caratteri X e Y e circa il 5,6% della massima pos-
sibile: un grado di connessione molto basso.

RIFLETTI

In pratica, per calcolare
I'indice chi-quadrato di una
distribuzione doppia di
frequenze in base alla [3] si
procede cosi:

1. per ogni frequenza
congiunta, la si eleva al
quadrato e si divide il
quadrato per il prodotto
delle corrispondenti
frequenze marginali;

2. si sommano tuttii
risultati ottenuti, quindi si
sottrae dalla somma 1 e si
moltiplica il risultato per n.
La doppia sommatoria nella
formula [3] significa che la
somma deve includere gli
addendi provenienti da tutte
le frequenze congiunte della
distribuzione doppia.

OSSERVA

Poiché stiamo considerando
statistiche bivariate, i
caratteri X e Y manifestano
almeno due modalita
distinte ciascuno, quindi

k > 2 e h > 2: cio garantisce
chek—1#0eh—-1+#0,
dunque la formula per
I'indice x? normalizzato &
ben definita.

S\ Esercizi p. 70
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! Correlazione e regressione

Come abbiamo anticipato nel paragrafo precedente, per indagare sull’esistenza di
possibili relazioni tra due caratteri quantitativi X e Y ¢ possibile introdurre strumen-
ti pit adeguati di quelli appena visti, perché ¢ possibile lavorare anche sulle modalita
di X e Y (mentre per caratteri qualitativi ¢ necessario limitarsi alle frequenze). In
questo paragrafo introduciamo questi nuovi strumenti.

Correlazione

Premettiamo che la dipendenza tra due caratteri di tipo quantitativo viene chiamata
correlazione (per distinguerla dalla dipendenza tra due caratteri qualitativi che, co-
me abbiamo visto, viene chiamata invece connessione).

Un indice statistico molto utilizzato per valutare la correlazione tra due caratteri
quantitativi e la cosiddetta covarianza, cosi definita.

DEFINIZIONE | Covarianza

Siano X e Y due variabili statistiche di medie X e ¥, rilevate congiuntamente su un
collettivo di # unita. Siano x;, x3, ..., X,, 1 valori osservati di X e yy, y3, ..., , i corri-
spondenti valori osservati di Y. Si chiama covarianza di X e Y, e si indica con il

simbolo oy, il numero cosi definito:
n

> (xi = %) (i — )
oxy = » [4]

Il significato della covarianza appare chiaro se interpretiamo geometricamente la
formula [4]. Immaginiamo di avere rappresentato in un piano cartesiano i punti di
coordinate (x;, y;), con i = 1, ..., n: si ottiene una «nuvola» di punti. Definiamo bari-
centro di questa nuvola il punto di coordinate (x, ) e tracciamo le parallele agli assi
cartesiani passanti per tale punto. Queste rette dividono il piano in quattro angoli
retti, che numeriamo in senso antiorario come indicato in Fig. 1 a partire da quello
in alto a destra. A seconda che il punto (x;, y;) sia interno all’angolo I, II, IIT o IV,
gli scarti (x; — X) e (y; — ¥) hanno il segno illustrato in Fig. 1 e di conseguenza il pro-
dotto (x; — X) (y; — ¥) ha il segno illustrato in Fig. 2.

vt X=X " X=%
1 1 | 1
(x,—x)<0 (x,—x)>0
_ _ = +
(.yl_ 0 ()’.-—)’)>0
Y=y Y=y
m v 11l v
(x‘—x)<0 (x,-—)?)>0
= = + -
(yi=¥)<0 (yi=¥)<0
o X o X
Figura 1 Il segno degli scarti dei valori Figura 2 | punti interni ai quattro angoli
osservati dalle rispettive medie. retti numerati contribuiscono al calcolo

della covarianza secondo i segni indicati.

Tenendo conto di queste ultime considerazioni, possiamo giungere alle seguenti ri-

flessioni.

a. Se la covarianza € positiva, cioe se i prodotti (x; — X)(y; — y) di segno positivo
prevalgono su quelli di segno negativo, allora i punti di coordinate (x;, y;) cadono
perlopit internamente ai due angoli retti I e III; la nuvola di punti deve percio
avere la forma in Fig. 3: tale forma e indicativa di una relazione di tipo lineare cre-
scente tra le variabili X e Y.
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b. Se la covarianza € negativa, cioé se prevalgono prodotti (x; — x)(y; — ¥) di segno
negativo, allora i punti di coordinate (x;, y;) cadono perlopiu internamente ai due
angoli retti II e IV; la nuvola di punti deve percio avere la forma in Fig. 4: tale for-
ma ¢ indicativa di una relazione di tipo lineare decrescente tra le variabili X e Y.

c. Se la covarianza € nulla, i punti sono sparpagliati senza alcuna regolarita oppure
sono disposti secondo relazioni diverse e lontane da quella lineare (per esempio
cio accade nel caso di una relazione quadratica).

X=X - - X=X
N

' .
|

/ |
\

(@) X o X

Figura 3 Nuvola di punti che genera una
correlazione positiva.

Figura 4 Nuvola di punti che genera una
correlazione negativa.

La covarianza si puo calcolare piu rapidamente rispetto alla definizione mediante la
formula seguente, che si puo dimostrare essere equivalente alla [4].

DEFINIZIONE | Formula «abbreviata» per il calcolo della covarianza

Siano X e Y due variabili statistiche di medie X e ¥, rilevate congiuntamente su un
collettivo di n unita. Siano x;, x3, ..., X,, 1 valori osservati di X e y1, y,, ..., ¥, 1 corri-
spondenti valori osservati di Y. La covarianza di X e Y ¢ espressa dalla formula:

n
> XiYi
= -

n

Xy

Oxy =

Una volta appurata una correlazione tra due variabili statistiche X e Y, si pone il
problema di stabilire se essa ¢ forte o debole. Questo obiettivo si raggiunge, simil-
mente a quanto gia visto per 'indice chi-quadrato, costruendo un indice relativo, ot-
tenuto ponendo la covarianza a rapporto con il suo valore massimo. A quest’ultimo
proposito vale il seguente teorema.

TEOREMA 2 | Minimo e massimo della covarianza

La covarianza di due variabili X e Y puo assumere valori appartenenti al seguente
intervallo:

—oxoy < oxy < 0x0y

dove oy e oy sono le deviazioni standard di X e Y.

Tenendo conto del Teorema 2, siamo in grado di introdurre I'indice relativo cercato.

DEFINIZIONE | Coefficiente di correlazione lineare

Si chiama coefficiente di correlazione lineare di due variabili X e Y, e si indica
con il simbolo r, il numero cosi definito:

ALTRE NOTAZIONI

1. Il coefficiente

di correlazione lineare

e stato proposto

da Karl Pearson (1857-
1936) e Auguste Bravais
(1811-1863); per questo &
anche noto come indice

di Bravais-Pearson.

2. Il coefficiente di
correlazione lineare tra due
variabili X e Y viene talvolta
indicato con la lettera p.
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E importante fare alcune osservazioni.

a. Per come ¢ stato definito, risulta sempre:

—1<r<1

b. Il segno del coefficiente di correlazione lineare ¢ lo stesso della covarianza e da in-
formazioni analoghe: un coefficiente r > 0 indica una relazione lineare crescente,
mentre un coefficiente r < 0 indica una relazione lineare decrescente.

c. Si puo dimostrare che I'indice di correlazione r ¢ uguale a 1 se e solo se tra Y e
X sussiste una perfetta relazione lineare. Tanto piu r € vicino a +1, quanto piu il
modello lineare interpreta bene la relazione che sussiste tra Y e X; tanto piu r e vi-
cino a 0, quanto piu il legame tra Y e X (se c’e) e distante da quello lineare, come
illustrato nelle figure della seguente tabella.

d. In base a come ¢ definito il coefficiente di correlazione lineare r, tra X e Y sussiste
una perfetta relazione lineare se e solo se il modulo della covarianza dei due caratte-
ri & uguale al prodotto delle rispettive deviazioni standard, cioe se |oxy| = oxoy.

-

A r=20,8

A r=20,3

a. Tra X e Y sussiste una
perfetta correlazione
lineare positiva, ovvero i
punti sono allineati su
una retta con pendenza
positiva.

—

b. Tra X e Y sussiste una
forte correlazione lineare
positiva.

c. Tra X e Y sussiste una
debole correlazione
lineare positiva.

—

Y

d. Tra X e Y non sussiste
alcun legame di
correlazione lineare.

A r=-03
e o °
® @ 9o @
e ® 9

e. Tra X e Y sussiste una debole
correlazione lineare negativa.

A r= _0)8

f. Tra X e Y sussiste una forte
correlazione lineare negativa.

g. Tra X e Y sussiste una perfetta
correlazione lineare negativa,
ovvero i punti sono allineati su una
retta con pendenza negativa.

Y

ESEMPIO Calcolo del coefficiente di correlazione lineare

In 4 supermercati di una nota catena sono stati rilevati la superficie di esposizione, in mi-
gliaia di metri quadrati (X), e il fatturato settimanale, in migliaia di euro (). Sono stati
ottenuti i dati riassunti nella seguente tabella:

Xi 0,2

0,5

0,8 1

50

Vi

120

150

200

Determiniamo il coefficiente di correlazione lineare di X e Y.
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Per determinare il coefficiente di correlazione lineare dobbiamo calcolare oy, oy
(le deviazioni standard di X e Y) e oxy (la covarianzadi X e Y).

Al fine di agevolare i calcoli, e utile organizzare il lavoro in una tabella come quella
qui di seguito.

Tabella 2
Xi Yi Xi Yi x? y?
0,2 50 10 0,04 2500
0,5 120 60 0,25 14400
0,8 150 120 0,64 22500
1,0 200 200 1,00 40000
> xi=2,5 >y =520 > xiyi =390 > x?=1,93 > y? =79400 | ATTENZIONE!
Talvolta, come nell’esempio
Possiamo ora comodamente determinare tutti gli elementi che ci servono: qui a fianco, per brevita i
omettono gli indici di
- > xi 25 - > 520 sommatoria, sottintendendo
X = 4 4 0,625 Y= 4 4 130 che la somma va estesa a
5 tutti gli indici i.
b 1,93
o} = 24 L3 == _(0,625)* = 0,091875
2
- 79400
2o X — 130% = 2950
4 4
XiYi 390
oxy = 24’” —F-§=——— 0625130 = 1625

Concludiamo che il coefficiente di correlazione lineare ¢ uguale a:
oxy 16,25

ox-oy  /0,091875 - v/2950

r= ~ (0,987

Regressione lineare

Dopo avere scoperto I'esistenza di una relazione lineare tra le due variabili X e Y, in

base all’analisi di un diagramma cartesiano o al calcolo del coefficiente di correlazio- Con GeoGebra

(&
had

ne (che deve essere vicino a £1), ci proponiamo di determinare la funzione lineare Visualizzazione
che interpreta meglio tale legame, nel senso che ora precisiamo. d'ft‘ta”:j'_ca della
retta di

1. Consideriamo una generica funzione lineare di equazione y = mx + q e, per ogni
punto P;(x;, y;) appartenente alla nuvola che rappresenta i dati, consideriamo il
corrispondente punto Qi(x;, ¥;) di ascissa x; appartenente alla retta che costituisce
il grafico della funzione y = mx + q. Costruiamo quindi i vari segmenti P;Q;, ...,
P;Q;, ..., P, Q, (vedila Fig. 5, che visualizza il caso in cui n = 5).

regressione

A
Y

Figura 5




MODI DI DIRE

La retta di regressione
€ chiamata anche
retta dei minimi quadrati.

OSSERVA

Il punto di coordinate (%, y)
€ quello che abbiamo
definito baricentro della
nuvola di punti che
rappresenta i dati osservati.
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2. Calcoliamo le lunghezze dei vari segmenti Py Q, ..., P;Q;, ..., P,Qy; in generale sara:
mi = |y =yl

3. Eleviamo al quadrato tali lunghezze e le sommiamo:
> 0=y (5]
i=1

4. Questa somma esprime, tramite un unico numero, una misura della distanza com-
plessiva fra i dati y; osservati e i valori teorici y! calcolati sul grafico della retta. Sce-
gliamo, come funzione lineare che meglio approssima (in linguaggio tecnico si dice
interpola) i dati, quella per cui la somma [5] risulta minima. La retta che costitui-
sce il grafico di questa funzione si chiama retta di regressione e la sua equazione
puo essere determinata in base al teorema seguente, che ci limitiamo a enunciare.

TEOREMA 3 | Retta di regressione

Date due variabili X e Y, di valori medi rispettivamente X e ¥, la retta di regres-
sione che esprime Y in funzione di X ¢ la retta che passa per il punto di coordina-
te (x, ) e che ha come coefficiente angolare m il cosiddetto coefficiente di re-
gressione, cosl definito:

oxy

m = o2 [6]

Ne segue che I'equazione della retta di regressione e:

o
y—y=m(x—%) dovem=—>-
0%
g
Scrivendo il rapporto );Y tramite le formule abbreviate per il calcolo della cova-
Ox

rianza e della deviazione standard, cioe:
n n n ) n ) )
> XiYi Do Xiyi —n Xy X > X —nx
vy — =L %y i=1 e o i=1 2 — =L
Xy ———————— = —— = — =
n n X n n

la formula che fornisce il coefficiente angolare della retta di regressione di Y in fun-
zione di X si puo anche scrivere nella seguente forma equivalente:

n

doxyi—nxy
i=1
m=-——— [7]
Soxt — nx?
i=1

ESEMPIO  Calcolo della retta di regressione

In 4 supermercati di una nota catena sono stati rilevati la superficie di esposizione, in mi-
gliaia di metri quadrati (X) e il fatturato settimanale, in migliaia di euro (Y). Sono stati ot-
tenuti i sequenti dati:

Xi 0,2 0,5 0,8 1

Vi 50 120 150 200

Scriviamo I'equazione della retta di regressione che esprime Y in funzione di X.
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e Nell'esempio precedente abbiamo visto che il coefficiente di correlazione lineare
tra X e Y e circa 0,987. Essendo questo coefficiente prossimo a 1, la retta di
regressione € certamente un modello che interpreta molto bene il legame tra X
eY.

» Abbiamo gia calcolato nell’esempio precedente i valori che servono a scrivere Ie-
quazione della retta di regressione:

x = 0,625 y =130
0% = 0,091875 oxy = 16,25
¢ Il coefficiente angolare della retta di regressione e uguale a:

oxy . 16,25
0% 0091875

m= ~ 176,87 Formula [6]

In alternativa, possiamo calcolare il coefficiente angolare tramite la formula [7].
Ricorda che in Tab. 2 abbiamo calcolato che:

Sxyi=39 e > x}=193
Pertanto, essendo n = 4:

D xyi—nx-y 390 —4-0,625-130

m — ~ 176,87
S %2 — nx? 1,93 — 4 - (0,625)
L’equazione della retta di regressione e percio:
y — 130 = 176,87 (x — 0,625) [8]
y L y X i X

Se ne ricava che 'equazione esplicita della [8] € approssimativamente:

y = 176,87x + 19,46

E importante infine fare alcune osservazioni.

1. La retta di regressione puo essere utilizzata sia per determinare (in linguaggio tec-
nico si dice estrapolare) dati mancanti all'interno dei dati osservati, sia per fare
delle «previsioni» sull’andamento tendenziale (il cosiddetto trend) di un fenome-
no nel futuro. Quest’ultimo impiego e particolarmente frequente nelle applicazio-
ni economiche e sociali, nel caso in cui i dati osservati costituiscano una serie sto-
rica e la variabile indipendente sia il tempo.

2. Il metodo dei minimi quadrati garantisce che la distanza complessiva tra i dati os-
servati e quelli teorici sulla retta di regressione sia la minima possibile; il fatto che
tale distanza sia minima non implica perd che sia necessariamente piccola. E ne-
cessario percio definire un indice che misuri la bonta di adattamento della retta di
regressione ai dati e che sia compreso tra 0 e 1, in modo da essere facilmente in-
terpretabile. Tale indice, di cui per semplicita omettiamo la definizione operativa,
si chiama coefficiente di determinazione e si dimostra essere uguale al quadrato
del coefficiente di correlazione lineare:

coefficiente di determinazione = r2

Come ¢ naturale (in base a quanto osservato a proposito del coefficiente di correla-
zione lineare r), quanto piu r € prossimo a *+1, quindi quanto piu il coefficiente di
determinazione e prossimo a 1, tanto piu la retta di regressione presenta un buon ac-
costamento ai dati; quanto pit r ¢ prossimo a zero (per valori positivi o negativi) e,
quindj, il coefficiente di determinazione e vicino a zero, tanto piu la retta di regres-
sione presenta un cattivo accostamento ai dati e anche eventuali estrapolazioni risul-
tano inaffidabili.

RICORDA

Si ha una serie storica
quando un fenomeno viene
rilevato a intervalli regolari
di tempo.
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PER SAPERNE DI PIU  La retta di regressione di X in funzione di Y

Dati due caratteri quantitativi X e Y, abbiamo visto come scrivere I'equazione della
retta di regressione che esprime i valori di Y in funzione dei valori di X. E anche pos-
sibile determinare la retta di regressione che esprime i valori di X in funzione dei va-
lori di Y. Si puo dimostrare che I'equazione di tale retta é:

oxy

)
Oy

x—x=m(y—y)  dove m=

L’angolo formato dalle due rette di regressione che esprimono Y in funzione di X
e X in funzione di Y e tanto piu piccolo quanto piu il coefficiente di determinazio-
ne ¢ vicino a 1: quando il coefficiente di determinazione e 1, I'angolo e nullo e le
due rette coincidono.

“angolo
formato dalle
due rette di

., regressione

(0] X

Regressione non lineare

A volte puo accadere che un modello lineare non sia adatto a interpretare la rela-
zione tra due variabili; per esempio, il legame tra due variabili potrebbe essere di ti-
po polinomiale di grado superiore al primo, esponenziale o logaritmico. Anche in
questi casi si puo costruire un modello di regressione, detto non lineare; in generale
pero la complessita dal punto di vista matematico cresce notevolmente. Ci limitia-
mo percio a trattare due casi che si possono facilmente ricondurre al modello linea-
re, quelli in cui si cerca una funzione di regressione di tipo potenza o di tipo espo-
nenziale, cioe una funzione di regressione la cui equazione sia rispettivamente in
una delle seguenti forme:

y = axb y =ab*

1. Funzioni potenza

Supponiamo che tra le due grandezze x e y sussista una relazione del tipo y = ax?,

cona > 0ex > 0. Passando ai logaritmi otteniamo:

Iny=In(ax’) = Iny=Ina+lnx® = Iny=Ilna+blnx
I—'—

proprieta del proprieta del
logaritmo di logaritmo di
un prodotto una potenza

Se ora poniamo ' =1Iny e x’ = In x, l'ultima relazione scritta si puo scrivere nella
forma:

Yy =bx' +1na [9]

Scopriamo cosi che sussiste una relazione tipo lineare tra le due variabili x’ e y/, ossia
tra il logaritmo di x e il logaritmo di y. Questa osservazione suggerisce come si puo
ricondurre al caso lineare il problema di trovare una funzione di regressione di tipo
potenza.
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a. Si determinano i logaritmi dei valori rilevati delle due variabili x e y;
b. si determina I'equazione della retta di regressione che esprime il legame tra le due
variabili X' = In x e y = In y; sia tale equazione:
Yy =mx' +q [10]
c. si ricavano i valori di a e di b, cioé dei parametri che definiscono I'equazione

y = ax® della funzione potenza di regressione, confrontando le equazioni [9] e
[10], da cui si deduce che b = m e In a = g, quindi:

a=¢e¢? e b=m [11]

ESEMPIO  Regressione tramite una funzione potenza

Nella seguente tabella sono riportati, per i pianeti visibili, la distanza media x del pianeta
dal Sole (in milioni di km) e il tempo di rivoluzione y intorno al Sole.

Pianeta Mercurio | Venere Terra Marte | Giove | Saturno
Distanza media

dal Sole (x) 58 108 150 228 778 1423
Tempo di rivoluzione | o 225 365 | 687 |4333 | 10760

(y), in giorni

E noto che la funzione che esprime il tempo di rivoluzione in funzione della distanza me-
dia dal Sole & una funzione potenza. Cerchiamo una funzione di regressione della forma
y = ax? che interpola i dati.

a. Determiniamo i logaritmi dei dati osservati.

Pianeta Mercurio | Venere Terra Marte | Giove | Saturno

Logaritmi delle

distanze (x' = In x) 4,06 4,68 501 |543 |666 |7,26

Logaritmi dei tempi di

rivoluzione (y' = In y) 4,48 5,42 5,90 6,53 8,37 9,28

b. Determiniamo ora 'equazione della retta di regressione che esprime ¥ in funzio-
ne di x’. Procedendo come abbiamo visto in precedenza o avvalendoci delle fun-
zioni predefinite di un software di calcolo troviamo che tale retta ha equazione:

Yy =15x - 16 [12]

c. In base alle formule [11]:
a=¢ 1% ~0,2 b=1,5
La funzione potenza che interpola i dati (vedi figura qui sotto) e dunque:
y = 0,2x" [13]

4 OSSERVA

15000 Dalla [13] segue, elevando i

due membri al quadrato, che

2

y?=0,04x* = L~ 0,04

10000+ X
Ritroviamo cosi la ben nota
terza legge di Keplero, la
quale afferma cheiil
rapporto tra il quadrato del
periodo di rivoluzione di un
pianeta e il cubo della
distanza media del pianeta

. dal Sole e costante per tutti i
pianeti.

5000

T T T
500 1000 1500 X
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2. Funzioni esponenziali
Supponiamo ora che tra le due grandezze x e y sussista una relazione del tipo
y=ab*,cona>0eb>0.

Passando ai logaritmi otteniamo:

Iny=In (ab*) = Iny=Ina+knd* = Iny=Ina+xnb

L . J
|

proprieta del proprieta del
logaritmo di logaritmo di
un prodotto una potenza

Se ora poniamo y' = In y e X' = x, l'ultima relazione scritta si puo scrivere nella for-
ma:

Yy =xInb+1lna [14]

Scopriamo cosi che sussiste una relazione tipo lineare tra x’ e y/, ossia tra x e il loga-
ritmo di y.

Similmente a quanto visto per le funzioni potenza, il problema di trovare una fun-
zione di regressione di tipo esponenziale si puo allora ricondurre al caso lineare pro-
cedendo come segue:

a. si determinano i logaritmi dei valori osservati di y, lasciando invariati i valori di x;
b. si determina I'equazione della retta di regressione che esprime il legame tra le due
variabili X' = x e ' = In y; sia tale equazione:
Yy =mx' +q [15]

c. si ricavano i valori di a e di b, cioé dei parametri che definiscono 'equazione
y = ab* della funzione esponenziale di regressione, confrontando le equazioni
[14] e [15], da cui si deduce che In b = m e In a = ¢, quindi:

a=c¢ele b=¢" [16]

ESEMPIO  Regressione tramite una funzione esponenziale

Nella seguente tabella sono riportati i valori della pressione atmosferica (y, in millimetri
di mercurio) in corrispondenza di alcune altezze sopra il livello del mare (x, in km).

Altezza sopraiil livello

del mare (x), in km 0 0,5 1 1,5 2 2,5 3

Pressione (y), in mmHg | 760 716 674 634 596 560 526

E noto che la funzione che esprime la pressione atmosferica in funzione dell’altezza é di
tipo esponenziale.
Cerchiamo una funzione di regressione della forma y = ab* che interpola i dati.
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a. Determiniamo i logaritmi dei valori di y, lasciando invariati i valori di x.

Altezza sopra il livello

del mare (x) 0 0,5 1 1,5 2 2,5 3

Logaritmi dei valori

della pressione (y) 6,63 (657 |651 |645 |639 |633 |627

b. Determiniamo I'equazione della retta di regressione che esprime y' in funzione
di x’. Procedendo come abbiamo visto in uno degli esempi precedenti o avvalen-
doci delle funzioni predefinite di un software di calcolo si trova che tale retta ha
equazione: OSSERVA
I significato dei coefficienti

r_ /
y = —0,12x + 6,63 [17] della funzione esponenziale
. di regressione ¢ il seguente:
c. In base alla [16], otteniamo che: « il coefficiente 757,5 indica
approssimativamente la
— 50,63 ~ _ ,—0,12
a=¢e"*>~7575 b=e ~ 0,887 pressione quando x =0,
. ossia al livello del mare;
La funzione esponenziale che interpola i dati (vedi la figura) ¢ dunque: + il coefficiente 0,887 indica
x che la pressione diminuisce
y = 757,5(0,887) circa dell’11,3% al crescere
A dell’altezza di 1 km.
y
1000
%
600
4004 V" 757,5(0,887)" ...
200+
T o) T T P
-2 2 4

Talvolta, in assenza di un diagramma cartesiano che indichi chiaramente il tipo di
legame che puo sussistere tra due variabili, o di modelli teorici che giustifichino la
scelta di una particolare funzione di regressione, ci si puo trovare nella necessita di
stabilire quale modello sia il migliore tra i vari possibili. La scelta preferibile ¢ ovvia-
mente quella del modello che presenta il migliore accostamento ai dati. Per confron-
tare due possibili modelli che esprimono il legame tra due stesse variabili conviene
allora calcolare per ciascuno dei due modelli la somma dei quadrati degli scarti (detti
anche residui) tra i valori y; osservati e i valori teorici y; stimati dalla funzione di re-
gressione; il modello migliore sara quello, tra i due, per cui la somma dei quadrati

dei residui € minore.
N Esercizi p. 72
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& Percorso delle idee i

Statistica bivariata

Parte della statistica che si occupa di studiare due caratteri,
diciamo X e Y, rilevati congiuntamente sulla popolazione,
mettendo in evidenza eventuali relazioni tra X e Y.

Rappresentazione tramite tabella a doppia entrata

differenti modalita osservate di Y __ Frequenza assoluta con cui la modalita x;
si presenta congiuntamente alla modalita y;
1
Y 'y ¥/ [ s ¥ | Totale
X
X1 f(x1) e
| Somme

+— per nga:

5 . + | forniscono
differenti X; Fxi, y) | e — la
modalita — distribuzione

osservate di X et iy i, v marginale
di X
Xi fx)
Totale | f(y) f(yr) n
1 1 1 1 I 5
Somme per colonna: Numero complessivo
forniscono la distribuzione marginale di Y di unita del collettivo

Indipendenza

X e Y risultano indipendenti se e solo se risulta:

fx,y) = f(x) Ay;) =Ly ) g Caratteri
ir7j n Vi=1,.... h quantitativi
Caratteri
qualitativi

Indice chi-quadrato

La dipendenza tra due caratteri qualitativi viene
chiamata connessione e viene valutata tramite
i seqguenti indici:

Xz:n(; > Ml)
| ROy ),
I

indice chi-quadrato

2

X
n-min(k-1, h-1)

Indice %* normalizzato =




Correlazione e covarianza

w

La dipendenza tra due caratteri quantitativi viene chiamata
correlazione e viene studiata tramite indici costruiti a
partire dalle modalita dei due caratteri X e Y. Un indice per
valutare la correlazione € la covarianza:

S|

o =
XY
| | L
I . o] . - -
covarianza n & il numero di unita del collettivo; x,ey; media media
sono i valori di X e Y osservati sulla i-esima  di X diy

unita del collettivo

Coefficiente Significato del coefficiente
di correlazione lineare r di correlazione lineare
covarianza
r=1
_ Oxy ]
LT 1
coefficiente deviazione deviazione perfetta assenza perfetta
di correlazione standard di X standard di Y correlazione lineare  di correlazione  correlazione lineare
. (decrescente) lineare (crescente)
Risulta sempre: -1 <r<1

Quanto piu r € vicino a +1, tanto piu il modello /ineare
interpreta bene la relazione tra X e Y; quanto piu r &
vicino a 0, tanto piu la relazione tra X e Y (se c'e)

e distante da quella lineare.

w

Regressione lineare &

Se r € vicino a +1, tra le variabili X e Y sussiste una relazione di tipo lineare.
La retta che interpreta meglio tale relazione, esprimendo Y in funzione di X, ha
equazione:
A
media di ¥ ———— —— media di X Y
V== mis =) \
1 .
equazione della retta retta di
di regressione lineare _ regressione
-y- ____________ 1
5 2 Xy,-nXy ]
Xy =i 3
m = o = n— / ] :
GX 2 S B 1
Z X; -Nn X . !
=1 1 -
(0] 7 X




1. Tabelle a doppia entrata

Esercizi introduttivi

s\ Teoria p. 47

800

IEN Vero o falso?
a. in una rilevazione congiunta di due fenomeni X e Y, il fenomeno X viene osservato su alcuni soggetti
della popolazione e il fenomeno Y su soggetti diversi da quelli su cui si € osservato X, quindi i dati vengono
riuniti in una unica tabella a doppia entrata
b. in una distribuzione doppia di frequenze, la somma di tutte le frequenze congiunte e uguale al numero di
unita statistiche della popolazione
c. in una tabella a doppia entrata, che rappresenta la distribuzione doppia di frequenze di due caratteri X e

Y, la somma delle frequenze marginali di X € uguale alla somma delle frequenze marginali di Y

d. e possibile ricavare le frequenze marginali conoscendo solo le frequenze congiunte
e. ¢ possibile ricavare le frequenze congiunte conoscendo solo le frequenze marginali
f. una distribuzione condizionata relativa si ottiene ponendo a rapporto le frequenze della distribuzione
condizionata con il numero complessivo di unita della popolazione

Test

Nei seguenti quesiti, fai riferimento alla distribuzione doppia di fre-

quenze rappresentata dalla tabella qui a fianco. La distribuzione ri- X

guarda il rilevamento dei due caratteri «sesso» (X) e «mezzo utilizza-

to per recarsi a scuola» (Y) sugli studenti di una classe.

[3 affermazioni vere e 3 false]
Y |Auto Bici Treno
Maschio |3 5
Femmina |2 6 4

ﬁ A proposito dei due caratteri oggetto della rilevazione si puo dire che:

X e quantitativo e Y ¢ qualitativo

X e qualitativo e Y € quantitativo

entrambi i caratteri X e Y sono qualitativi

[D] entrambi i caratteri X e Y sono quantitativi

®00
B} Quanti sono gli studenti della classe?
[A] 18 20 22
@00 .
Y La distribuzione marginale di X e:
(Al
X Frequenza X Frequenza X Frequenza
Maschio 11 Maschio 12 Maschio 10
Femmina |12 Femmina (11 Femmina |14

(0] 23

D]

Nessuna
delle precedenti

ﬁ In quale delle seguenti tabelle ¢ evidenziata la distribuzione di Y, condizionata alla modalita «maschio» di X7

Y |Auto Bici Treno
X
Maschio 3
Femmina (2 4
Y [Auto Bici Treno
X
Maschio 3
Femmina (2 4

[D] In nessuna delle precedenti

Y [Auto Bici Treno
X
Maschio 3 5
Femmina |2 6 4




1. Tabelle a doppia entrata
Problemi

| 6 WESERCIZIO GUIDATO

Sono stati intervistati i 20 studenti di una classe e su ciascuno sono stati rilevati congiuntamente due caratteri X: il
sesso (M = maschio, F = femmina) e Y: il numero di ore dedicate mediamente allo studio in una giornata. Si sono
ottenuti i dati riportati nella seguente tabella:

M M|F M M|F M|F M|F |F M|F M|F M|F |[M|M|F

Y |1 2 2 4 3 1 2 3 3 4 2 3 4 2 1 2 3 3 3 4

a. Costruisci la tabella a doppia entrata che rappresenta la distribuzione delle frequenze congiunte e marginali dei
due caratteri X e Y.

b. Determina la distribuzione di X, condizionata alla modalita «3 ore di studio al giorno» e la corrispondente di-
stribuzione condizionata relativa.

c. Determina la distribuzione di Y, condizionata alla modalita «femmina» e la corrispondente distribuzione condi-
zionata relativa.

a. Completa la tabella a doppia entrata sottostante (la riga e la colonna dei totali rappresentano le distribuzione margi-

nali):

Il numero di maschi che studiano un’ora al giorno

fi
Y | 1ora 2 ore 3 ore 4 ore Totale
X
M 1
F 2
A Le somme per riga e per colonna

Totale 3\ 20 «——— devono essere uguali al numero

X complessivo di studenti intervista-

ti

Il numero di femmine che studiano un’ora al giorno

b. La distribuzione di X, condizionata alla modalita Y = 3, & rappresentata dalla quarta colonna della tabella compila-
ta al punto a.; la corrispondente distribuzione relativa si ottiene rapportando le frequenze assolute al totale. Le di-
stribuzioni richieste sono quindi rappresentate nella tabella seguente, che devi completare.

X|y=3 Frequenze assolute Frequenze relative
M 5
B |
Totale 7 1

c. La distribuzione di Y, condizionata alla modalita X = F, e rappresentata dalla terza riga della tabella compilata al
punto a.; la corrispondente distribuzione relativa si ottiene rapportando le frequenze assolute al totale. Le distribu-
zioni richieste sono quindi rappresentate nella tabella seguente, che devi completare.

YIX=F 1 ora 2 ore 3 ore 4 ore Totale
Frequenze 2| | | 9
assolute

Frequenze .
adkie | SR (RO (I
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ﬁ Sono stati intervistati 20 individui e su ciascuno sono stati rilevati congiuntamente due caratteri: il luogo di resi-
denza, indicato con X (Sud = S, Centro = C, Nord = N) e la condizione a livello lavorativo, indicata con Y (Occupato
= O, Disoccupato = D). Si sono ottenuti i dati nella seguente tabella:

X [S I[N |S |C |S N |€C |C I[N I[N |IN |S |€C S (€ [N (S (C [N [N

y l O (O (D (O D |D |D |O |O |D |O |D |O |D |D |O |O |D |O |O

Costruisci la tabella che rappresenta la distribuzione doppia di frequenze di X e Y e individua le distribuzioni margina-
li dei due caratteri X e Y.

[ e]e]
I Ai fini di un controllo della qualita, si & esaminato un campione di 15 pezzi meccanici prodotti in un’azienda. Si

sono rilevati congiuntamente due caratteri: la linea di produzione da cui proviene il pezzo, indicata con X (1 = il pezzo
proviene dalla linea 1, 2 = il pezzo proviene dalla linea 2), e la conformita del pezzo (C = conforme, N = non confor-
me), indicata con Y. Si sono ottenuti i risultati nella tabella seguente.

X |1 1 2 1 2 1 1 2 1 2 1 2 1 1 2

Y |C N C C C C N N C C C N N C C

Costruisci la tabella che rappresenta la distribuzione doppia di frequenze di X e Y e individua le distribuzioni margina-
li dei due caratteri X e Y.

- 900

SN CEERYNREEIA Nella seguente tabella sono stati riportati i dati (ufficiali) relativi alle eta e al sesso dei deputati
: della XV legislatura.

Composizione della camera: distinzione dei deputati per eta e sesso
[Fonte: Camera dei deputati, 10 marzo 2008]

Eta Donne Uomini
25-29 0 1

30-39 11 35
40-49 33 143
50-59 45 202

60 e oltre 20 137

a. Determina le distribuzioni marginali dei due caratteri «Eta» e «Sesso».
b. Tra i deputati della XV legislatura, qual era la percentuale degli uomini?
c. Trai deputati donne della XV legislatura, qual era la percentuale di coloro che avevano un’eta superiore o uguale
a 40 anni?
d. Tra i deputati aventi un’eta inferiore a 40 anni, qual era la percentuale delle donne?
[b. Circa 83%; c. circa 90%; d. circa 23%]
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1. Tabelle a doppia entrata

Bl Nella seguente tabella sono riportati i risultati ottenuti allo scrutinio di giugno di prima superiore dagli ex-stu-
denti della scuola media «Ponti» e i giudizi conseguiti all’esame di terza media.

Alunni provenienti dalla scuola media «Ponti»

Promossi Respinti Sospesi Sospesi Sospesi
con 1 debito con 2 debiti con 3 debiti
Sufficiente 0 0 0 0 0
Buono 1 0 1 3 5
Distinto 8 1 1 1 0
Ottimo 15 0 0 0 0

a. Determina le distribuzioni marginali dei due caratteri «Giudizio conseguito all’esame di terza media» e «Risultato
ottenuto allo scrutinio di giugno della prima superiore».

b. Tra gli studenti provenienti dalla scuola media «Ponti», qual é la percentuale di coloro che sono stati promossi a

giugno?

c. Tra gli studenti provenienti dalla scuola media «Ponti» promossi a giugno in prima superiore, qual ¢ la percen-
tuale di coloro che hanno conseguito all’esame di terza media un giudizio «Ottimo»?

d. Tra gli studenti della scuola media «Ponti» che hanno conseguito all’esame di terza media un giudizio «Buono» o
«Distinto», qual ¢ la percentuale di quelli che sono stati rinviati agli esami di settembre?
[b. Circa 67%; c. 62,5%; d. circa 52%|

800

EEN Sui cinque componenti di una famiglia sono stati rilevati due caratteri: il peso (X) e I'altezza (Y). Si ¢ ottenuta la
distribuzione doppia di frequenze rappresentata in tabella.

Y [172cm |175cm | 183 cm
X
65 kg 1 0 1
70 kg 0 1 0
75 kg 0 2 0

a. Determina le distribuzioni marginalidi X edi Y.

b. Determina la distribuzione condizionata di X, rispetto alla modalita «175 cmb».

c. Calcola la media e la mediana delle altezze.

d. Calcola la media e la mediana dei pesi.

e. Calcola il peso medio dei componenti della famiglia che hanno un’altezza di 175 cm.
[c. Media = 176 cm, mediana = 175 cm; d. media = mediana = 70 kg; e. circa 73,3 kg]

[ 1 le}
EFA Sui 1000 dipendenti di un’azienda si sono rilevati due caratteri: il sesso (X) e lo stipendio mensile, in euro (Y). I
risultati ottenuti sono riportati nella seguente tabella.

Y [[1000, 1500) [1500, 2000) [2000, 2500) [2500, 3000)
X
Uomini 290 200 50 10
Donne 250 180 15 5

a. Determina le distribuzioni marginalidi X e Y.

b. Determina la distribuzione di Y, condizionata alla modalita «donne».

¢. Determina lo stipendio medio dei dipendenti uomini.

d. Determina lo stipendio medio dei dipendenti donne.

e. Determina lo stipendio medio di tutti i dipendenti dell’azienda.

[c. 1550 euro; d. 1500 euro; e. 1527,50 euro]
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2. Dipendenza e indipendenza statistica \ Teoria p. 50

Esercizi introduttivi

Test
All'uscita di un cinema viene chiesto agli spettatori di esprimere un parere sul gradimento del cast del film (X) e
sul gradimento della colonna sonora (Y). Le distribuzioni semplici di X e Y sono riportate nelle tabelle seguenti:

X Molto Abbastanza Poco
Frequenza 120 150 30
Y Molto Abbastanza Poco
Frequenza 100 120 80

Supponendo che X e Y siano indipendenti, rispondi ai quesiti 13-14-15.
900

FEN Quanti degli intervistati hanno espresso gradimento «molto» sia per il cast del film sia per la colonna sonora?
40 50 60 [D] Le informazioni date sono insufficienti per stabilirlo

| _Is]e]

BN Quanti degli intervistati hanno espresso gradimento «abbastanza» sia per il cast del film sia per la colonna sonora?
40 50 60 [0] Le informazioni date sono insufficienti per stabilirlo

800

EE Quanti degli intervistati hanno espresso gradimento «poco» sia per il cast del film sia per la colonna sonora?
8 9 10 [0] Le informazioni date sono insufficienti per stabilirlo

800

El3 Se due caratteri X e Y sono indipendenti, allora la tabella a doppia entrata che rappresenta la distribuzione dop-
pia delle frequenze dei due caratteri ¢ tale che:

[A] la distribuzione marginale di X ¢ uguale alla distribuzione marginale di Y

le distribuzioni condizionate relative di X sono tutte uguali alla distribuzione marginale relativa di X
la distribuzione marginale relativa di X € uguale alla distribuzione marginale relativa di Y

[D] le distribuzioni condizionate relative di X sono uguali alle distribuzioni condizionate relative di Y

@00
EFZ Quale delle seguenti condizioni non ¢ sufficiente a garantire I'indipendenza tra due caratteri X e Y?

[A] Le frequenze teoriche di indipendenza coincidono Le distribuzioni marginali di X e Y sono uguali tra
con le frequenze osservate loro
L’indice x> = 0 [D] L’indice x* normalizzato = 0
900
Due caratteri X e Y risultano tra loro indipendenti se e solo se I'indice x? risulta:
uguale a 0 uguale a 1 negativo [D] maggiore di 1
[ Ie]e]

EL] Due caratteri X e Y sono stati rilevati su un campione di 100 persone. X ha assunto 3 modalita, mentre Y ha as-
sunto 5 modalita. Per normalizzare I'indice x? occorre dividerlo per:

100 200 400 [D] 500

800
I Vero o falso?

a. se X ¢ indipendente da Y allora Y ¢ indipendente da X
b. data la distribuzione doppia di frequenze di due caratteri X e Y, I'indice x* assume valore zero se e solo

se X e Y sono indipendenti
c. I'indice x? dipende dalla numerosita del collettivo
d. per normalizzare I'indice x? ¢ sufficiente dividerlo per il numero complessivo 7 di unita della popolazione
e. 'indice x? puo assume valori negativi se X e Y non sono connessi

f. l'indice x* normalizzato assume sempre valori appartenenti all’intervallo [0, 1]
[4 affermazioni vere e 2 false]
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2. Dipendenza e indipendenza statistica

800

PAN Completa la tabella, sapendo che X e Y sono indipendenti.

Y in ) V3 Totale
X
X e e e 60
X e e e 30
X3 e e e
Totale 10 50 .. 100
[ _Iele]
P71 Completa la tabella, sapendo che X e Y sono indipendenti.
Y (n ) ) Totale
X
X1 5 .. .. 50
X2 e e e 40
4 O O O (P
Totale 10 T o
[ Is]e]
PZll Completa la tabella e verifica che X e Y sono indipendenti.
Y |n 2 ¥3 Totale
X
X1 9 54 27 ..
X 6 36 8 ..
x3 5 30 5 .
Totale  |.. | | |
Realta e modelli
. @80

: PZ8 Sondaggio. Su un campione di abitanti di un comune viene effettuato un sondaggio per sapere se sono favorevoli
: 0 meno alla costruzione di una pista ciclabile. Su ogni intervistato viene rilevato il sesso (X) e il parere a proposito del-
: la costruzione della pista (Y). I risultati ottenuti sono riassunti nella seguente tabella.

a. Costruisci la tabella teorica di indipendenza e verifica che X e Y non sono indipendenti.
b. Valuta il grado di connessione, calcolando I'indice x? normalizzato.

Y | Favorevole Contrario Totale
X
F 30 20 50
M 35 15 50
Totale 65 35 100

c. Supponi ora che tutti i maschi del campione intervistato si siano dichiarati favorevoli alla pista ciclabile e tutte le

femmine contrarie. In tale ipotesi, quanto vale I'indice x? normalizzato?

[b. x* ~ 1,1; x* normalizzato ~ 0,01: I'indice di connessione & molto basso, prossimo a 0,
pertanto X e Y sono molto vicini alla condizione teorica di indipendenza statistica;
c. I'indice chi-quadrato normalizzato ¢ uguale a 1, ovvero la connessione ¢ la massima possibile]



y
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g 1 le]

‘P Incidenti. Un’agenzia assicurativa ha raccolto in tabella i dati relativi ai 500 incidenti stradali dell’'ultimo anno,
: classificandoli in base al sesso X del responsabile (F = femmina, M = maschio) e alla gravita Y dell'incidente.

Y | Moderato Grave Totale
F 180 72 252
M 82 166 248
Totale 262 238 500

a. Costruisci la tabella delle frequenze teoriche di indipendenza
e confrontala con la tabella delle frequenze osservate. I due ca-
ratteri esaminati X e Y sono indipendenti?

b. Valuta il grado di connessione, calcolando I'indice x* normalizzato.

c. Si puo affermare che, rispetto agli uomini, le donne generalmente guidano con maggiore prudenza e sono re-
sponsabili di incidenti di minore gravita? E si puo sostenere che, rispetto agli uomini, sono responsabili di un minor
numero di incidenti?

[b. x? ~ 73,76; x* normalizzato ~ 0,15]

. 980
: [PZl Traffico e condizioni meteo. In una citta sono stati osservati giornalmente le condizioni meteo (X) e il livello di
 traffico (Y) per un periodo di un anno. I dati ricavati sono riassunti nella seguente tabella.

Y |Basso Medio Alto Totale
X
Sereno 80 28 12 120
Variabile 32 92 30 154
Perturbato 8 25 58 91
Totale 120 145 100 365

a. Calcola I'indice 2.
b. Normalizza I'indice x? e determina una percentuale che esprima la misura della connessione tra i due caratteri.

c. Puoi sostenere che, statisticamente, quanto piu il tempo ¢ bello tanto piu il traffico é ridotto?

3. Correlazione e regressione

Esercizi introduttivi

[a. Circa 152,31; b. circa 21%)]

. Teoria p. 54

@00
[F1l Vero o falso?
a. la covarianza assume sempre valori non negativi

b. il coefficiente di correlazione lineare & sempre compreso tra —1 e 1, potendo anche essere uguale a £1

E =
Fl =

c. se la variabile Y é una funzione lineare della variabile X, allora il coefficiente di correlazione lineare tra X

e Y puo essere uguale soltanto a 1
d. se il coefficiente di correlazione lineare tra due variabili X e Y ¢ uguale a 1, allora la variabile Y ¢ una

funzione lineare della variabile X
e. se il coefficiente di correlazione lineare tra due variabili X e Y e 0, allora X e Y non possono essere legate

né da una relazione di tipo lineare, né da una relazione di tipo diverso
f. la covarianza dipende dall’'unita di misura dei dati
g. il coefficiente di correlazione lineare dipende dall’'unita di misura dei dati
h. se la covarianza di una coppia di variabili X e Y € negativa, allora la retta di regressione che modella il
comportamento di Y in funzione di X & decrescente
i. la bonta di adattamento della retta di regressione dipende dal grado di correlazione tra le due variabili

[5 affermazioni vere e 4 false]



3. Correlazione e regressione

H Interpretazione di g

. @00
: P20 Associa a ciascuno dei seguenti grafici il corrispondente coefficiente di correlazione lineare, scelto tra i seguenti:
a. r=10,01 b.r=10,9 cr=1 d.r=-0,85 e.r=—1
A [} A A A
° L oo
L . e . .. .' '. ®
.. . ™ LN ]
° [ ot ® e’ L4
] - o* * »
A B C D E
i 800 . o o
:PE] A un gruppo di studenti del liceo Ariosto € stato f |
: chiesto di leggere un brano dai Promessi Sposi. Il gra- Y“ ﬁigideate
: fico riporta i punteggi ottenuti sui test di velocita di 30
: lettura (Asse X ascissa) e il punteggio test sul numero 40 2 .
: di parole ricordate (Asse Y ordinata). Quale traiva- 341 °
- lori seguenti potrebbe avere il coefficiente di correla- o R .
: zione per le due variabili X, Y? 207 *s e
: 10T o
0 t t : t i t e
—-0,8 0 0,3 [o] -1 10 15 20 25 30 35 40 45 X

(Olimpiadi della statistica 2013) velocita di lettura

Test

[ Is]e]
[l Date due variabili X e Y, in quale dei seguenti casi la retta di regressione che esprime Y in funzione di X si adat-

tera meglio ai dati?
[A] Se il coefficiente di correlazione lineare € prossimo a 0
Se il coefficiente di correlazione lineare € prossimo a 0,5
Se il coefficiente di correlazione lineare é prossimo a —0,5
[D] Se il coefficiente di correlazione lineare é prossimo a 1

| le]e]
[EIl Se la covarianza di due variabili X e Y ¢ positiva, allora il coefficiente angolare della retta di regressione che espri-

me Y in funzione di X é:
certamente positivo
certamente nullo
certamente negativo
[D] le informazioni date non sono sufficienti per stabilirlo

L] N . . . , . Oxy
[E7Al Date due variabili X e Y, di deviazione standard oy e oy e covarianza oxy, 'espressione ———— rappresenta:
Ox * 0y
[A]1l coefficiente angolare della retta di regressione che esprime Y in funzione di X
il coefficiente angolare della retta di regressione che esprime X in funzione di Y
il coefficiente di correlazione lineare tra le due variabili X e Y
[D] 'indice di connessione x? tra le due variabili
s N . _ . , . oxy
[E5]l Date due variabili X e Y, di deviazione standard ox e oy e covarianza oxy, 'espressione —— rappresenta:
X

[A]1l coefficiente angolare della retta di regressione che esprime Y in funzione di X
il coefficiente angolare della retta di regressione che esprime X in funzione di Y
il coefficiente di correlazione lineare tra le due variabili X e Y

[0] 'indice di connessione x? tra le due variabili

[ Ie]e]

[EZN 11 coefficiente di correlazione lineare tra due variabili X e Y, ciascuna delle quali ha media nulla, & r = 0,7. Calco-
la 'equazione della retta di regressione che esprime il comportamento di Y in funzione di X sapendo che le varianze
di X e di Y sono rispettivamente uguali a 0,25 e a 0,36. [y = 0,84x]
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800
[E5 1 coefficiente di correlazione lineare tra due variabili X e Y, aventi rispettivamente medie uguali a 2 e 3, ¢ —0,8.
Inoltre, le varianze di X e Y sono rispettivamente 0,64 e 0,25. Determina 'equazione della retta di regressione di Y in

funzione di X. 1
{y = — ?x + 4}

Problemi sulla regressione lineare

ﬁi ESERCIZIO GUIDATO

Si sono rilevati su cinque individui I'eta (X) e la pressione arteriosa (Y), e si sono ottenuti i dati in tabella:

Eta (X) Pressione (Y)
25 124
32 130
40 135
55 145
70 170

a. Calcola il coefficiente di correlazione lineare e valuta se sussiste una relazione lineare tra X e Y.

b. Determina 'equazione della retta di regressione che esprime Y in funzione di X.

a. Completa anzitutto la tabella seguente.

Xi yi Xiyi x Vi

25 124 3100 625 15376
32 130 | e e
40 135 | e e
55 145 | e e
70 170 | e e

> x =222 >y =704 D xyi= > oxd = >y =100426

Per determinare il coefficiente di correlazione lineare r devi calcolare preliminarmente le deviazioni standard oy, oy
di X e Y e laloro covarianza oxy. La sequenza di calcoli da svolgere ¢ la seguente:

X="—"—=—=44, y="-=—""—=—=1408 Medie

5 5 5 5

2 2
X, Yi 5
0)2(: z;} d 72:? ( ,,,,, )2_ ,,,,,,,,,, 0%/: Zf:S : 72:?—( ..... )2: ..... Varianze
g Xi)i e .

oxy = T —X-y= T = oo © oo = 255,48 Covarianza

OXY e o . ] ]
T = R oomoononsoso Coefficiente di correlazione lineare

Y= o — e (% — . ) dacui: Y= e B s
y-y m XX [a. r =~ 0,975 ; b. y = 0,97x + 97,74]



Hl Interpretazione di grafici

: Determina 'equazione della retta di regressione relativa ai punti rappresentati nei seguenti grafici.

. @00

o™

®N

@00

- @00

L S

®Nn

® ™

3. Correlazione e regressione

LN Sono stati rilevati congiuntamente due caratteri X e Y su tre individui e si sono ottenuti i dati rappresentati nella

seguente tabella.

a. Rappresenta graficamente i punti (x;, y;).

b. Calcola le coordinate del loro baricentro.

Xi

Yi

10

c. Calcola il coefficiente di correlazione lineare della distribuzione rappresentata. Fornisci il risultato arrotondato a

meno di un millesimo.

d. Scrivi I'equazione della retta di regressione che esprime Y in funzione di X.

22 4
|:b. (2, T) ;¢ 0,982; d. y=3x+ ?

[ ls]e]

Il Sono stati rilevati congiuntamente due caratteri X e Y su quattro individui e si sono ottenuti i dati rappresentati

nella seguente tabella.

a. Rappresenta graficamente i punti (x;, y;).
b. Calcola le coordinate del loro baricentro.

Xi

Yi

c. Calcola il coefficiente di correlazione lineare della distribuzione rappresentata. Fornisci il risultato arrotondato a

meno di un centesimo.

d. Scrivi I'equazione della retta di regressione che esprime Y in funzione di X.

5 7 1
| =,4);¢099%d.y =— —
{b(2 >c099dy 5x+2
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H Realta e modelli

S [ 1 le]

: [Zill Visite a un sito Internet. Nei primi quattro mesi dalla creazione del blog di Paolo il numero di visitatori mensili
: & stato quello rappresentato in tabella.

a. Rappresenta graficamente i punti (x;, ;).
Mesi x; trascorsi a partire Numero y; di visitatori

el el @l b. Calcola le coordinate del loro baricentro.

c. Calcola il coefficiente di correlazione lineare
1 130 della distribuzione rappresentata. Fornisci il risul-
tato arrotondato a meno di un millesimo.

2 160 d. Scrivi 'equazione della retta di regressione che
esprime il numero di visitatori in funzione dei me-
si trascorsi dalla creazione del blog.

3 190

4 230 e. Sulla base del modello stabilito, determina il
primo mese a partire dal quale il numero di visita-
tori sara superiore a 500.

5 355
{b. (7, T), €. 0,997;d. y = 33x + 95; e. il tredicesimo

: @0
: [Z71 Consumo di elettricita. In un dato paese il consumo di elettricita nel settore dei trasporti urbani e ferroviari
: (espresso in TWh, cio¢ in miliardi di kWh) ha fatto registrare negli anni 2006-2016 i dati rappresentati nella seguente
: tabella.

Anno 2006 2008 2010 2014 2016
Numero x; che identifica I'anno di osservazione |1 3 5 9 11
Consumo y; 8,6 10,4 12,2 11,9 12,1

a. Calcola le coordinate del baricentro della nuvola di punti (x;, ¥;).
b. Calcola il coefficiente di correlazione lineare della distribuzione rappresentata, fornendo il risultato arrotondato
a meno di un centesimo.
c. Scrivi 'equazione della retta di regressione che esprime il consumo in funzione del numero che identifica I'anno
di osservazione. Fornisci 'equazione con i coefficienti arrotondati a meno di un centesimo.
d. Sulla base del modello trovato al punto precedente, stima il consumo nel settore dei trasporti urbani e ferroviari
nel 2018. Fornisci il risultato arrotondato alla prima cifra decimale.

[a. (5,8, 11,04); b. 0,815 c. y = 0,3x + 9,28; d. 13,2 TWh]

- 900

: 5Nl Vendite di computer portatili. Un punto vendita di una catena specializzata nel settore dell’informatica ha mo-
: nitorato il numero di computer portatili venduti in un anno, dividendolo in base al prezzo. I dati raccolti sono riassun-
: ti nella seguente tabella.

Prezzo in euro dei portatili (x;) |Numero di portatili venduti (y;)
400 250
900 220

1100 200

1200 190

1400 168

a. Calcola le coordinate del baricentro della nuvola di punti (x;, y;).

b. Calcola il coefficiente di correlazione lineare della distribuzione rappresentata, fornendo il risultato arrotondato
a meno di un centesimo.

c. Scrivi 'equazione della retta di regressione che esprime il numero di portatili venduti in funzione del prezzo.
Fornisci 'equazione con i coefficienti arrotondati a meno di un centesimo.

d. Sulla base del modello trovato al punto precedente, stima il numero di portatili aventi il costo di 600 euro che il
punto vendita puo avere venduto in quell’anno. [a. (1000, 205,6); b. —0,99; c. y = —0,08x + 286,29; d. 238]



3. Correlazione e regressione

[N 1 le]
: 78 Clienti di un’azienda. Un’azienda ha studiato I'evoluzione del numero dei suoi clienti, a partire dall’apertura. Ha

: cosi ricavato i dati della seguente tabella.

Anno 2011 2012 2013 2014 2015
Anni x; trascorsi a partire dall’apertura 1 2 3 4 5
Clienti y; 120 126 130 135 142

a. Calcola le coordinate del baricentro della nuvola di punti (x;, y;).

b. Calcola il coefficiente di correlazione lineare della distribuzione rappresentata, fornendo il risultato arrotondato
a meno di un millesimo.

c. Scrivi I'equazione della retta di regressione che esprime il numero di clienti in funzione degli anni trascorsi dal-
lapertura.

d. Sulla base del modello trovato al punto precedente, stima il numero di clienti che 'azienda potra avere nel 2020.
: [a. (3, 130,6); b. 0,996; c. y = 5,3x + 114,7; d. 168]
ﬁ Titolo azionario. Nella tabella é riportata 'evoluzione del valore di un titolo azionario nel corso del quinquennio
: 2012-2016.

Anno 2012 2013 2014 2015 2016
Numero x; che identifica 'anno di osservazione |1 2 3 4 5
Valore (in euro) 13 13,50 13,10 13,70 14

a. Rappresenta in un diagramma i dati. In base al grafico, ritieni che vi sia una significativa correlazione lineare tra
gli anni trascorsi e il valore del titolo azionario?
b. Calcola il coefficiente di correlazione lineare della distribuzione rappresentata. Il valore del coefficiente di corre-
lazione lineare conferma la risposta data al punto precedente?
c. Determina 'equazione della retta di regressione lineare che esprime il valore in euro del titolo azionario in fun-
zione degli anni trascorsi.
d. Sulla base del modello trovato al punto precedente, quale prevedi sara il valore del titolo nel 2022?

[b. r ~ 0,84; c. y = 0,22x + 12,8 (coefficienti approssimati); d. 15,22 (circa)]

Regressione non lineare

Determina la funzione potenza del tipo y = ax® che interpola i dati (i coefficienti dei risultati sono arrotondati alla
seconda cifra decimale).

[ le]e] [ ls]e)
X 1 2 3 4 K. [: 3 5 8 10
P 1 7 20 40 v |8 12 |15 [20 |25
[y = 1,04x>%] [y = 7,55x"48]
800 800
47 W 1 4 8 10 Ed[. [: 3 5 8 10
¥, 10 15 20 25 yo |12 s 6 4 1
[y = 9,65x>] [y = 16,13x %]
y y
[ Is]e] [ Is]e]
e, 1 2 3 4 B[, |6 10 |20 [25 |30
9 15 8 6 1 i la0 [s2 [85 [0 [120
[y = 19,62x~1%%] [y = 11,4x%%%]

Determina la funzione esponenziale del tipo y = ab”* che interpola i dati (i coefficienti dei risultati sono arrotondati
alla seconda cifra decimale).

900 [ le]e]
X 1 2 3 4 E [ ] 2 3 4
¥, 2 8 20 40 ¥ ] 6 15 40
[y = 0,89(269)"] [y = 0,39(3,31)"]
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800 [ Tele]
(54 X 2 5 8 10 56 X 5 8 10 12 15
Vi 4 15 22 30 Vi 2 4 8 16 20
[y = 3,11(1,27)"] [y = 0,62(1,28)"]
[ Is]e] [ ls]e]
B[, [: 2 3 4 5 Ed[. [: 5 10 |15 |20
Vi 4 8 10 15 30 Vi 1 8 12 18 25
[y = 2,66(1,59)"] [y = 1,87(1,16)"]
Realta e modelli
. @80

‘[l Decadimento di una sostanza radioattiva. Si ha un campione di 1000 g di una sostanza radioattiva, di cui si vo-
: gliono studiare le proprieta di decadimento. Ogni giorno, per una settimana, viene misurata la quantita di sostanza ra-
: dioattiva rimasta. Si ottengono i dati riportati nella seguente tabella.

Giorno 0 1 2 3 4 5 6 7
Quantita di sostanza radioattiva (in g) 1000 [894 |798 |712 |642 573 |513 455

a. Rappresenta i dati in un diagramma cartesiano.

b. Determina la funzione di regressione esponenziale che interpola i dati, arrotondando i coefficienti alla seconda
cifra decimale.

Utilizzando il modello determinato in b., rispondi ai seguenti ulteriori quesiti.

c. Determina il tempo di dimezzamento della sostanza, cioe il tempo necessario perché rimanga la meta della so-
stanza radioattiva originaria. Esprimi il risultato in giorni, ore e minuti.

d. Determina quanta sostanza radioattiva rimarra dopo 10 giorni. Esprimi il risultato arrotondato a un numero in-
tero.

e. Determina dopo quanto tempo la sostanza radioattiva rimanente sara inferiore a 50 g. Esprimi il risultato in

i .) i t.- X . . . . .
glornt, ore € minttt [b. y = 999,56(0,89)" = 999,56¢ *!1%; c. circa 6 giorni, 7 ore e 8 minuti;

d. circa 333 g; e. dopo 27 giorni, 5 ore e 31 minuti]

- 880

:[EE] Domanda di un bene. Si effettua un’analisi statistica allo scopo di stabilire la funzione domanda di un bene che
: deve essere immesso sul mercato. I risultati dell'indagine sono riassunti nella seguente tabella in cui, per ogni prezzo
: indicato, viene indicata la corrispondente quantita del bene che i consumatori sarebbero disposti a comprare.

Prezzo (x, in euro) 15 16 17 18 19 20
Quantita domandata (y, in migliaia di unita) |16 15 13 10 7 6

a. Rappresenta i dati in un diagramma cartesiano.

b. Supponendo che la funzione domanda sia una funzione potenza, determina la funzione potenza di regressione
che interpola i dati, arrotondando i coefficienti alla seconda cifra decimale.

c. In base al modello della funzione domanda costruito al punto b., stima quale sara la domanda nel caso in cui
venga fissato un prezzo di 21 euro.

d. In base al modello della funzione domanda costruito al punto b., stima in corrispondenza di quale prezzo la do-

manda sara di 8000 unita. 37875492

o, C. circa 5319 unita; d. circa 18 euro e 79 centesimi

b.y =
Y X



Esercizi di riepilogo

Bl Esercizi interattivi

[ Yele)
[l Vero o falso?
Nella seguente tabella sono riportati i dati relativi ai laureati di quattro corsi di laurea di tre atenei diversi, suddivisi
per corso (Y) e per ateneo (X), nello stesso anno accademico.

a. 1 caratteri statistici sono entrambi quantitativi

Esercizi di riepilogo

Y |Psicologia Architettura | Matematica Lettere classiche
X
A 51 35 15 18
B 47 26 13 14
C 65 23 9 25

b. la media dei laureati per corso di laurea nell’ateneo A € 29,75

c. la media dei laureati in Architettura e 30

d. la distribuzione marginale di X &

X Frequenza
A 119
B 100
C 122

e. la distribuzione di Y, condizionata alla modalita «B» di X, e quella evidenziata in giallo nella seguente

tabella

f. nell’ateneo B si laurea in Architettura circa il 25% del totale dei laureati in Architettura dei tre atenei

Y |Psicologia Architettura | Matematica Lettere classiche
X
A 51 35 15 18
B 47 26 13 14
C 65 23 9 25

g. nell’ateneo C si laurea in Lettere classiche circa il 7% del totale dei laureati dei tre atenei

h. i due caratteri statistici sono indipendenti

i. possiamo affermare che il grado di connessione tra i due caratteri ¢ di circa il 4,7%.

[ le]e]

[l Completamento.

Completa la seguente tabella, sapendo che i caratteri X e Y sono statisticamente indipendenti.

Y Y1 52 V3 Totale
X
X1 20
X2
X3 50
Totale 10 30 100

EEEE
[l &
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ﬁ Vero o falso?

Nella seguente tabella sono riportati i dati relativi a un gruppo di 10 studenti, per i quali si mette in relazione il voto Y
(in trentesimi) conseguito a un esame universitario con il numero di ore X che ciascuno dichiara di aver dedicato allo

studio.
studente 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 TOTALE
X (ore) 120 150 100 85 160 180 125 90 170 145 1325
Y (voto) 24 25 24 21 28 30 26 23 30 23 254

Stabilisci se le seguenti affermazioni sono vere o false.
a. ciascuno studente ha studiato in media 132,5 ore

b. il voto medio conseguito & 23,8

c. la varianza di X & superiore a 1000

d. la deviazione standard di Y vale circa 2,9

e. la covarianza & molto prossima a 0

f. il coefficiente di correlazione lineare € prossimo all'86% del massimo valore possibile
g

. la retta di regressione interseca ’asse Y in prossimita dell’origine

900
IE) Associazione.

Associa a ogni distribuzione di punti il corrispondente coefficiente di correlazione lineare.

y
a. O
y
c. ©
A.r=-044 B.r=-1
900

[ 64 | Completamento.

C.r=0,85

A

Y
b. ©

A

y -
d ©
D.r =0,97

HEEHEEEEE
]

Completa la seguente tabella, inserendo i valori dei parametri statistici mancanti, con quattro cifre decimali; la cifra in-

tera e quelle decimali devono essere separate dalla virgola.

X Y
1 3
2 5
4 9
6 12
media
varianza

deviazione standard

covarianza

coefficiente di correlazione lineare
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d Interpretazione di grafici

: @00

:lEl Per quale valore di k il coefficiente di correlazione lineare del gra- 4 C
: fico a dispersione in figura risulta uguale a 17 ke *
P

S5t——- - m

: ! (7]

! | g

o4 3

1 : 1 E

ﬁ Per quale valore di k il coefficiente di correlazione lineare del gra- y"
: fico a dispersione in figura risulta uguale a —1? B C
. e e -
. B
At
1 E A
1 ___________ {or e, SR R A ‘
11 b l
[k - 7} N S R
o 1 2 3 4 5 X
ﬁ Per quale valore di k la retta di regressione relativa ai tre punti A, B e C risulta parallela alla retta r?
A
Y
i
k=7

o]
t%] La tabella che segue si riferisce al numero di addetti X e al fatturato medio mensile Y, espresso in migliaia di eu-
ro, di una ditta che opera con 5 filiali (indicate con A, B, C, D, E).

Filiale A B C D E
Addetti (X) | 50 20 10 5 3
Fatturato (Y) |100 80 45 55 40

a. Calcola la covarianza di X e Y.
b. Stabilisci, tramite un opportuno indice, se un modello lineare interpreta bene il legame tra X e Y.
[a. oxy = 362,6; b. il coefficiente di correlazione lineare r vale circa 0,93: essendo prossimo a 1,
possiamo concludere che il modello lineare interpreta bene il legame tra X e Y]



4

tabella.
Anno Fatturato
1 8,5
2 12,2
3 15,4
4 14,5

Statistica bivariata, correlazione e regressione

800
@ In cinque aziende sono stati rilevati il numero dei dipendenti (X) e lo stipendio annuo dei dirigenti (), espresso
in migliaia di euro. I risultati sono riportati nella seguente tabella.

Azienda 1 2 3 4 5
Numero di dipendenti |16 12 30 24 22
Stipendio dei dirigenti |40 35 65 52 48

a. Determina la media e la mediana del numero di dipendenti.

b. Determina le media e la mediana degli stipendi dei dirigenti.

c. Calcola il coefficiente di correlazione lineare tra X e Y. E ragionevole assumere un modello lineare per interpreta-

re la relazione tra X e Y? [a. Media = 20,8, mediana = 22;
b. media = 48, mediana = 48; c. circa 0,99, dunque ¢ ragionevole un modello lineare]

eeo
[(F 1l fatturato (in milioni di euro) di una azienda negli ultimi 4 anni ha avuto 'andamento riportato nella seguente

a. Qual ¢ stato I'incremento medio annuo del fatturato, espresso in percentuale (ovvero quale incremento percen-
tuale, applicato uguale tutti e quattro gli anni, lascia invariato il fatturato finale)?
b. Assumendo un modello lineare, quale previsione ¢ possibile fare circa il fatturato nell’anno successivo all’ultimo
considerato?
c. Stabilisci, tramite un indice opportuno, se il modello lineare utilizzato ¢ attendibile.
[a. Circa 19,5%; b. la retta di regressione ha equazione y = 2,12x + 7,35, da cui si stima
per il quinto anno un fatturato di 17,95 milioni di euro;
c. indice di correlazione lineare vale circa 0,89, quindi il modello e attendibile]

800
28 Un’azienda ha acquistato nel 2013 un macchinario del costo di 50 000 euro. Il valore del macchinario negli anni

successivi, nel mercato dell’'usato, ¢ risultato quello indicato nella seguente tabella.

Anno 2013 2014 2015 2016 2017
Anni x; trascorsi a partire dall’acquisto |0 1 2 3 4
Valore y; del macchinario in euro 50000 (42000 |36000 (32000 |26500

a. Calcola le coordinate del baricentro della nuvola di punti (x;, ;).
b. Calcola il coefficiente di correlazione lineare della distribuzione rappresentata, fornendo il risultato arrotondato
a meno di un centesimo.
c. Scrivi 'equazione della retta di regressione che esprime il valore del macchinario in funzione degli anni trascorsi
dall’acquisto.
d. Sulla base del modello trovato al punto precedente, stima il valore del macchinario nel 2019 e stabilisci a partire
da quale anno il valore del macchinario sara inferiore ai 10 000 euro.
[a. (2, 37300); b. —0,99; c. y = —5700x + 48 700;
d. nel 2019, il macchinario varra 14 500 euro e il valore scendera sotto i 10 000 euro nel 2020]



Esercizi di riepilogo
[ 1 le}
Su un campione di 100 pesci di un lago vengono rilevati due caratteri: la lunghezza in cm (X) e la razza (Y). Tra
i pesci del campione si rileva che:

- 10 sono tinche di lunghezza minore di 40 cm;

- 20 sono tinche di lunghezza compresa tra 40 e 60 cm;

- 15 sono carpe di lunghezza compresa tra 40 e 60 cm;

— 30 sono carpe di lunghezza compresa tra 60 e 70 centimetri;
- 5 sono orate di lunghezza compresa tra 40 e 60 cm;

- 10 sono orate di lunghezza compresa tra 60 e 70 cm;

- non ci sono orate di lunghezza inferiore a 40 cm;

- non ci sono tinche di lunghezza superiore a 60 cm.

a. Sulla base delle informazioni date, completa la tabella a doppia entrata qui sotto, che rappresenta la distribuzione
doppia di frequenze dei due caratteri X e Y (nella tabella sono gia stati inseriti alcuni valori come esempio).

Razza (Y) |Tinche Carpe Orate Totale

Lunghezza (X)
0<X <40 0
40 < X <60 15
60 <X <70
Totale 100

b. Determina le distribuzioni marginalidi X e Y.
¢. Determina la distribuzione di X, condizionata alla modalita «carpe» di Y.
d. Calcola la lunghezza media dei pesci del campione analizzato.
e. Calcola la lunghezza media delle carpe rinvenute nel campione analizzato.
f. Calcola I'indice di connessione chi-quadrato di X e Y, normalizzalo e stabilisci se X e Y sono indipendenti o con-
nessi.
[d. 50 cm; e. circa 52,7 cm; f. x* ~ 31,06 e x* normalizzato ~ 0,16, dunque X e Y non sono indipendenti,
ma il grado di connessione € basso, quantificabile nell’ordine del 16% della massima connessione possibile]

[ Ie]e)
La seguente tabella rappresenta 'evoluzione della percentuale di automobili monovolume vendute in un anno da

un concessionario nel periodo 2013-2017.

Anno 2013 |2014 [2015 |2016 (2017
x; (numero che identifica 'anno di osservazione) 1 2 3 4 5
¥; (numero che esprime la percentuale di monovolume vendute) 10 11 12 15 16

a. Rappresenta la nuvola di punti (x;, ;) e determina le coordinate del loro baricentro.
b. Calcola il coefficiente di correlazione lineare della distribuzione rappresentata, fornendo il risultato arrotondato
a meno di un centesimo.
c. Scrivi I'equazione della retta di regressione che esprime y in funzione di x.
d. Sulla base del modello trovato al punto precedente:
e stima la percentuale di monovolume vendute dal concessionario nel 2018;
e stima quale sara il primo anno a partire dal quale la percentuale di monovolume vendute sara superiore al
20%. [a. (3, 12,8); b. circa 0,98; c. y = 1,6x + 8; d. 17,6%, nell’'anno 2020]




y .. . . . .
~ Statistica bivariata, correlazione e regressione

N 11 ]
78 331 Considera le due variabili statistiche X e Y. Le deviazioni standard ox e oy, la covarianza oxy, il coeffi-

ciente di correlazione lineare r e il coefficiente angolare m della retta di regressione che esprime Y in funzione di X so-
no reciprocamente dipendenti, cioé & possibile esprimere i cinque parametri in funzione di tre di essi, opportunamente
scelti. Verificalo, completando la tabella qui sotto (la prima riga ¢ completata come esempio).

ox Oy oxy r m
. Xy Oxy
: 0x Oy Oxy 5
. Ox0y (%5
S ox oy | .. ro | ..
N Ox oy . m
E ox | . oxy ro | ..
: ox | . | . r m
3 ..... Oy oxy ro | .
P Oy oxy | m
S - oy | r m
E .......... oxy r m

> Se fossero noti o, oxy ed m, sarebbe possibile esprimere oy ed r in funzione dei tre parametri noti?

see
[EAl In un laboratorio viene ritrovato un foglio, in parte rovinato, che riguarda un’analisi di regressione. Si riesce a

leggere che la varianza di X € 0% = 4 e che le rette di regressione che esprimono Y in funzione di X e X in funzione di
Y hanno rispettivamente equazioni:

x—y+4=0 e 9x—4y—-24=0

Determina:
a. i valori medi delle variabili X e Y;
b. la deviazione standard di Y;
c. il coefficiente di correlazione lineare tra X e Y. )
ax=28,y=12b.oy :3;c.?
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N 1 gestori di un sito internet hanno chiesto ai loro visitatori di esprimere un giudizio (Y) sui contenuti pubblicati.
I giudizi degli utenti, divisi in tre fasce d’eta (X), sono sintetizzati nella seguente tabella.

a. Dopo avere determinato le distribuzioni Y | Negativo Positivo Ottimo
marginali di X e Y, costruisci la tabella teorica X
di indipendenza.

tindipendenza Giovani | 0 0 25

b. Dopo avere verificato che non sussiste indi-
pendenza tra i due caratteri, valuta con un indi- Adulti 0 22 30
ce opportuno la connessione tra i due caratteri.

Anziani 20 13 0

PN Le tabelle seguenti mostrano la distribuzione degli studenti dell’istituto «Ponti» in base al profitto scolastico e al
colore degli occhi:

Rendimento Insufficiente Sufficiente Eccellente Totale
Numero studenti |65 533 117 715
Colore occhi Verdi Azzurri Marroni Totale
Numero studenti |55 220 440 715

Tenendo conto che i caratteri «rendimento scolastico» e «colore degli occhi» sono ovviamente indipendenti, determina:
a. il numero degli studenti dell’istituto «Ponti» che hanno un rendimento scolastico eccellente e gli occhi azzurri;
b. la percentuale degli studenti del «Ponti» che hanno gli occhi marroni e il cui rendimento € (appena) sufficiente.

IEN Osserva la tabella. Dopo avere rappresentato nel piano cartesiano il corrispondente grafico di dispersione, deter-
mina le coordinate del baricentro dei punti e 'equazione della retta di regressione.

Xi 1 2 3 4
¥ 5 4 2 1

N Su quattro soggetti di sesso maschile sono stati rilevati 'eta (X, in anni) e il numero di pulsazioni sotto sforzo al
minuto (Y). Sono stati ottenuti i risultati riportati nella seguente tabella.

x; (etd) 20 30 40 50
1 (pulsazioni) 195 182 175 170

a. Calcola il coefficiente di correlazione lineare, fornendo il risultato arrotondato a meno di un centesimo.

b. Scrivi 'equazione della retta di regressione che esprime le pulsazioni in funzione dell’eta.

c. Sulla base del modello trovato al punto precedente stima il numero di pulsazioni sotto sforzo, al minuto, di un
uomo di 65 anni. Arrotonda il risultato a un numero intero.

Valutazione

Esercizio 1 2 3 4 Totale
Punteggio 1,5-2=3 1-2=2 2 1-3=3 10
massimo

Punteggio

ottenuto

=\ Risposte p. 218



Risolvere problemi e costruire modelli

[ Ie]e]

BN 1 docenti di tre diverse commissioni d’esame hanno attribuito rispettivamente i seguenti voti medi: 28, 26 e 25.
Determina il voto medio di tutti gli esaminati, sapendo che ciascuna commissione aveva rispettivamente 50, 30 e 80
studenti. [26,125]

[ Is]e]
Per un anno sono monitorati i prezzi al mercato di un particolare tipo di mele. I dati sono stati cosi sintetizzati:

e per 90 giorni 1,50 euro al kg
e per 60 giorni 1,70 euro al kg
e per 70 giorni 1,75 euro al kg
o per 50 giorni 2,00 euro al kg
e per 95 giorni 1,60 euro al kg

Qual ¢ stato il prezzo medio annuo del tipo di mela preso in considerazione? [Circa 1,68 euro]
[ Is]e) 2 \ \

BEN La media aritmetica di quattro numeri naturali consecutivi & uguale a 12,5. Qual ¢ il pit piccolo di essi? [11]
[ 1 Ie]

W La media dei voti in un compito in classe di matematica ¢ stata 7. Le ragazze della classe, in tutto 18, hanno otte-
nuto una media del 7,5, mentre la media dei voti dei ragazzi e stata 6.

a. Da quanti alunni & composta la classe?

b. Al compito in classe successivo, la media dei voti della classe resta invariata, ma questa volta ¢ la media dei voti
dei ragazzi a essere uguale a 7,5. Qual é stata la media dei voti delle ragazze? [a. 27; b. 6,75]

[ 1 e
Bl Si ¢ effettuata un’indagine su un campione di persone, chiedendo loro quante volte mangiano fuori casa in una

settimana. Dai risultati dell'indagine si & calcolato che in media gli intervistati mangiano fuori casa 3,3 volte alla setti-
mana. Inoltre, il 20% ha risposto che non mangia mai fuori casa, il 30% che mangia fuori casa 3 volte la settimana, il
25% che mangia fuori casa 5 volte la settimana, il 5% che mangia fuori casa 7 volte la settimana; i restanti hanno affer-
mato che mangiano fuori casa # volte la settimana. Quanto vale n? (4]

Interpretare grafici e dati

[ ] 0 (9]

ﬁ La tabella a doppia entrata qui di seguito riportale  : ﬁ In un articolo apparso su un quoti-
intenzioni di voto alle prossime elezioni politiche di 500  : diano alcuni anni fa venivano riportati i seguenti dati
intervistati, suddivisi in tre fasce d’eta. : sul reddito pro capite (cioe sul reddito medio) degli abi-

Partito A | Partito B | Partito C | Totale : tanti delle province del Lazio nel 2001.
Giovani |... 45 | 150 :

. . R . .
Adulti |85 80 35 200 | Provincia eddlt(zlfrrg) capite
Anziani | ... 25 .. 150
Totale 150 500 Frosinone 12 416

a. Completa la tabella, sfruttando le informazioni se- Latina 11 343
gu.enti e imp9stand9 oppo_rtunamente un sistema di Rieti 13 399
primo grado in due incognite:

- il numero dei giovani intenzionati a votare per il Roma 16 017

partito A e uguale al numero degli anziani inten- @

zionati a votare per il partito C; :| Viterbo 13 300

- il numero degli anziani disposti a votare per il
partito A ¢ il doppio del numero dei giovani dispo-

sti a votare per il partito C. §L’articolo concludeva, calcolando la media aritmetica
b. Tra coloro che intendono votare per il partito C,  : semplice dei redditi pro capite per provincia, che il
qual & la percentuale dei giovani? E la stessa percen- reddito pro capite degli abitanti del Lazio nel 2001
tuale di coloro che, tra i giovani, sono intenzionati a  : era di 13295 euro. Sei d’accordo con questa conclu-
votare per il partito C? . sione?



Verso le competenze

ﬁ Un commerciante ha rilevato le taglie di pantaloni venduti in un mese e ha ottenuto i risultati rappresentati nel
seguente diagramma a barre.

a. Quanti pantaloni ha venduto il
commerciante in quel mese?

b. Qual ¢ la taglia media venduta?

c. Qual ¢ la taglia mediana?

d. Qual ¢ la taglia modale?

e. Qual ¢ la percentuale di pantaloni
di taglia superiore alla 48 venduti?

-
N A O
1 1 1

104

Pantaloni venduti (numero)

44 46 48 50 52 54 56
Taglie

[a. 565 b. circa 49,4; c. 50; d.48; e. circa il 51,79%]

ﬁ In una zona che conta 1400 abitanti, alcuni cittadini sono rimasti senza elettricita in seguito a un violento tempo-
rale. Di questi 1400 abitanti, il 70% abita nel centro della citta mentre gli altri abitano in periferia. In seguito al tempo-
rale, il 5% di coloro che abitano in centro citta e il 75% di coloro che abitano in periferia sono rimasti privi di energia
elettrica.

Completa la seguente tabella, che rappresenta la distribuzione doppia di frequenze dei due caratteri X (zona di resi-
denza) e Y (comportamento dell’energia elettrica in seguito al temporale) e le distribuzioni marginalidi X e Y.

Y (comportamento | Regolare | Soggetto a interruzione Totale
dell’energia elettrica)

X (zona di residenza)

Centro citta

Periferia

Totale

a. Determina la distribuzione di X, condizionata alla modalita «Regolare» di Y.

b. Determina la distribuzione di Y, condizionata alla modalita «Periferia» di X.

c. Costruisci la tabella teorica di indipendenza di X e Y.

d. Specifica se sussiste indipendenza tra X e Y; in caso negativo, valuta con un indice opportuno la connessione tra

i due caratteri. [d. I due caratteri sono connessi e calcolando I'indice di connessione chi-quadrato normalizzato
si ottien