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:(&2) Didattica inclusiva e videolezioni

E_I_Rg_l;gg[gi_ delle idee, realizzati in font ad alta leggibilita,
presentano in modo visuale i concetti fondamentali di
ciascuna unita.

Le videolezioni hanno una efficace funzione di tutoraggio.

Visualizzazioni e metodo di studio

La teoria si avvale di schemi e tabelle per visualizzare e collegare,
applica il problem solving e la modellizzazione per comprendere,
propone strumenti per acquisire un corretto metodo di studio

e per tracciare costanti collegamenti con la realta.
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Teorema di Weierstrass

Sia f{x) na funzsione continua in un intervalle
chiuse & limitato [a. b].
Allora f ammette massimo M & minimeo m in [a, b

Quindi esistons x;.x; € [a.b] tali che
M) =) = M) ¥x € [ab]

H massima & § minime possono essere anche
agli estremi dell intervalio.

Queesta condizione & sufficiente ma non necessaria,

e Muswt le crcette nere per moddicans la Runziane.

Muswi i pusti a. B per medifcare Timteraalle. ¢ il punto verde lungo il grafice per explorare il Teorema.

grafici di funzione.



Didattica per competenze
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Numerose le tipologie di esercizi: “realta e modelli’, "a mente’,

“interpretazione di grafici’, “matematica e...", “collegamenti”, -
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L’ambiente educativeo digitale
di Colori della Matematica

Le risorse digitali dell’'eBook

In tutte le pagine dell’eBook si trovano icone che segnalano la presenza di una o pi risorse digitali.
Queste risorse espandono il libro di testo e sono di diverse tipologie, ciascuna caratterizzata da un'icona.
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Figure animate

| St Lrenresennees Brevi filmati in cui viene rappresentata una
proprieta matematica o una figura geometrica.

Tale parabola & la corrispondente della parabola avente vertice nell‘origine,
fuoco in F(0, k) e direttrice di equazione y = —k nella traslazione di vettore
#(x,, ¥ ); pertanto la sua equazione sara:

1
Y= =4—k(x--xy)?

Videolezioni
Svolgimenti commentati di ORI La parab0|a
esercizi-modello con richiami Parabola con asse di simmetria parallelo all'asse y
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SITO SASSO VERDE

Tutte le risorse digitali del libro, organizzate per indice
e tipologia, sono disponibili all'indirizzo
sassoverde.deascuola.it.
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Metodo di studio

Qualche consiglio per «studiare matematica»
e utilizzare questo libro

Questo testo ha diversi scopi:

¢ continuare lo sviluppo delle competenze matematiche che hai acquisito nei corsi pre-

cedenti;

o farti scoprire alcune applicazioni della matematica nel mondo in cui vi-
viamo;

e contribuire a farti acquisire quegli strumenti scientifici sempre piu essen-
ziali per partecipare alla vita sociale con consapevolezza e capacita critica.

Per raggiungere questi scopi, ti diamo qualche consiglio su come studiare
matematica.

Lo studio della matematica, come hai gia avuto modo di constatare,
richiede impegno e partecipazione. Non puoi imparare molto limitan-

Salezhing £yidjce . 0 5 a 5 q g q
A e s doti ad assistere alle lezioni: devi partecipare, porti domande e con-
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o oaras - frontarti, anche da solo, con problemi ed esercizi.
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ﬂ E importante che studi matematica con regolarita: potrai cosi assimilare
pit agevolmente i concetti e il tuo insegnante potra ajutarti piu facil-
mente a superare le difficolta.
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Dovresti leggere le lezioni di questo libro e cercare di capire cio che hai
letto. A questo proposito ti diamo alcuni suggerimenti:

¢ leggi lentamente, prestando attenzione a ogni parola e ai simboli;

* rileggi le parti che non ti risultano chiare;

* prova arifare da solo gli esempi che compaiono svolti nel testo.
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Risolvi gli esercizi che trovi al termine di ciascuna Unita, suddivisi in
paragrafi, con l'aiuto degli esercizi svolti e guidati.
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B Alla fine di ogni tema trovi una serie di esercizi sulle competenze da

e s acquisire sugli argomenti trattati nel tema stesso; cerca di risolvere
10D O S L e i e anche gli esercizi di verso le prove INVALSI, strutturate secondo la
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Sfrutta i materiali multimediali relativi al libro disponibili nell’e-

E book: potrai trovare figure dinamiche per visualizzare meglio i
concetti fondamentali presentati nella teoria, figure animate, eser-
cizi interattivi autocorrettivi, videolezioni sulla risoluzione degli
esercizi, un glossario multimediale in italiano e in inglese, ulte-
riori complementi e approfondimenti.
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:?:.:“::“wwrwwd-ﬂ""“““’”‘i;_z e s i Quando risolvi un problema, non limitarti a scrivere la tua solu-
e e ¥ = s et dalame ¢ < et i equiTer x N A as q g g o fe .
I s i e £5 ferd) zione: sforzati di illustrare cio che stai facendo e di giustificare i
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vari passaggi, con spiegazioni sintetiche ma esaurienti.

Se non riesci a rispondere a una domanda o a risolvere un esercizio immediata-
mente, non preoccuparti! Rileggi la lezione e gli esempi. Se puoi, abbandona
momentaneamente la questione e affrontala in un secondo tempo. Quando qual-
cosa non ti ¢ chiaro, poni domande e parlane con altri.

Cerca di studiare con spirito critico: la matematica non ¢ solo calcolo, ma

ﬂ soprattutto una forma di pensiero. Nellepoca di innovazioni tecnologiche in
cui viviamo, questo secondo aspetto ¢ sempre piu essenziale: i calcoli si pos-
sono spesso demandare alle macchine, mentre ¢ essenziale saper ragionare
in modo corretto, risolvere e porsi problemi, unire fantasia e razionalita.

A tutti auguriamo buon lavoro

Gli Autori



Geometria
nello spazio
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Le forme geometriche di cui facciamo quotidianamente [ Unita 1)

esperienza nella realta non si estendono nel piano (ambien- Rette e piani, misure di superfici
te in cui abbiamo studiato finora la geometria) bensi nello e volumi

spazio. Basta pensare per esempio a edifici che ci ricordano
la forma del parallelepipedo, a strutture architettoniche qua-
li quelle delle tombe egizie che ci ricordano la forma della
piramide, alle comuni lattine contenenti bibite che ci richia-
mano la forma del cilindro o alle immagini dei pianeti che ci

suggeriscono la forma della sfera. Sapere dominare la geo- PREREQUISITI
metria nello spazio & fondamentale in svariati settori, in ® Geometria euclidea e analitica nel piano
particolare per riuscire a rappresentare la realta tridimen-
sionale nel piano: problema che si incontra per esempio

nella progettazione di auto o aerei, ma anche nella prepara-

zione di videogiochi o di film nella nuova tecnologia «3D».

Nella prossima Unita ci occuperemo proprio di estendere

lo studio della geometria dal piano allo spazio.

@ Confrontare e analizzare figure geometriche
nello spazio, individuando invarianti e relazioni
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ESPRESSIONI ALTERNATIVE

Per esprimere che una retta
appartiene a un piano diremo
anche, in modo equivalente,
che la retta e contenuta nel
piano o che la retta giace sul
piano.

Rette e piani, misure
di superfici e volumi

Introduzione alla geometria nello spazio

e parallelismo

| primi assiomi di geometria dello spazio

Nei volumi precedenti abbiamo studiato la geometria euclidea nel piano, che ti ab-
biamo presentato seguendo il metodo assiomatico-deduttivo; abbiamo assunto cioe
alcuni concetti primitivi e alcuni assiomi e da questi abbiamo dedotto vari teoremi.
Seguiremo ora un percorso analogo per lo studio della geometria nello spazio, insi-
stendo tuttavia meno sul metodo assiomatico-deduttivo (che dovrebbe ormai esserti
famigliare).

Assumiamo come primitivi i concetti di punto, retta, piano e spazio. Indicheremo i
punti con le lettere maiuscole A, B, C, ..., le rette con le lettere minuscole a, b, c, ... e i
piani con le lettere minuscole dell’alfabeto greco o, B, v, ...

a. Esiste ed ¢ unico il piano passante per tre punti non allineati (Fig. 1).
b. In ogni piano valgono tutti gli ordinari assiomi della geometria euclidea.

B
.

L) C
.
a

Figura 1 1l piano o & I'unico che contiene i tre punti non allineati A, Be C.

Se un piano contiene due punti distinti, allora la retta che passa per essi appartiene
a quel piano (Fig. 2).

Figura 2 Se A e Bappartengono al piano o, anche la retta AB & contenuta in o.

Dagli Assiomi 1 e 2 si deduce che:

1. esiste ed € unico il piano passante per una retta r e per un punto P non apparte-
nente a essa (Fig. 3);
2. esiste ed € unico il piano passante per due rette r ed s incidenti (Fig. 4).

2 P
P a == s

Figura 3 Scelti due punti distinti Ae B Figura 4 Detto P il punto di intersezione
appartenenti a r, i tre punti non allineati A,  di r ed s e scelti due punti A e B distinti da P,
B e Pindividuano, per I'Assioma 1, un unico  appartenenti rispettivamenteareas,
piano o e a tale piano appartiene la retta r i tre punti non allineati A, B e P individuano,
per I’Assioma 2. per I’Assioma 1, un unico piano o, cui
appartengono entrambe le rette red s
per I’Assioma 2.
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Oltre a indicare un piano con una lettera greca minuscola, ci capitera di indicarlo
con i simboli degli elementi che lo individuano: per esempio scriveremo «piano ABC»
per indicare il piano passante per i tre punti A, B e C, oppure «piano rs» per indicare
il piano contenente due rette incidenti r ed s.

Introduciamo infine un ulteriore assioma, analogo all’assioma di partizione del
piano da parte di una retta.

ASSIOMA 3 | Assioma di partizione dello spazio da parte di un piano

Dato un piano o, 'insieme dei punti dello spazio non appartenenti ad o resta di-
viso da o in due regioni disgiunte e convesse tali che:

a. se due punti A e B appartengono a regioni diverse, allora il segmento AB ha in
comune con il piano o uno e un solo punto P (Fig. 5);

b. se due punti C e D appartengono alla stessa regione, allora il segmento CD non
incontra il piano o in alcun punto.

Figura 5

Lunione del piano o e di una delle due parti in cui esso divide lo spazio si chiama
semispazio avente per origine il piano o.
Due semispazi distinti aventi la medesima origine si dicono opposti.

Posizioni reciproche di due rette nello spazio
Due rette nello spazio possono:

* essere complanari, ossia appartenenti allo stesso piano; in tal caso possono essere
incidenti, parallele distinte o parallele coincidenti (Fig. 6);

s r e A -
X // r=s
==27s % i e
a. Rette complanari b. Rette complanari c. Rette complanari
incidenti parallele distinte parallele coincidenti

Figura 6 Posizioni reciproche di rette complanari.

* non essere complanari (Fig. 7); in tal caso vengono dette sghembe e sono prive di
punti di intersezione (sai giustificare perché?).

Q
& -
Figura 7 Sia r una retta che giace sul piano o,
p P un punto di o, non appartenente ar, e Qun
punto non appartenente ad «. Larettare la
r retta PQ sono sghembe (infatti, se cosi non
£ / fosse dovrebbero appartenere entrambe al
N

: piano o, il che e assurdo perché abbiamo
' supposto Q ¢ o).




Unita 1 Rette e piani, misure di superfici e volumi

DEFINIZIONE | Rette parallele nello spazio

Due rette nello spazio si dicono parallele quando sono complanari e non hanno
punti di intersezione oppure quando coincidono.

Cosi come nel piano, anche nello spazio si puo condurre una e una sola retta passante
per un dato punto P e parallela a una assegnata retta r. Infatti:

* se P e r, allora la parallela a r passante per P ¢ la retta r stessa;

* se P ¢ r, la retta cercata, dovendo essere complanare a r e passare per P, deve ap-
partenere al piano individuato da P e da r: il problema & cosi ricondotto dallo
spazio al piano, dove sappiamo che la retta cercata esiste ed ¢ unica.

Anche nello spazio la relazione di parallelismo & transitiva; si puo infatti dimostrare
il seguente teorema.

TEOREMA 1 | Transitivita nello spazio della relazione di parallelismo

Siano 7, s e t tre rette nello spazio tali che r & parallela a s ed s & parallela a t. Allora
ré parallelaa t.

Tutte le rette parallele a una retta data si dicono avere la stessa direzione.

Posizioni reciproche di una retta e un piano
Una retta e un piano nello spazio possono:

* non avere punti in comune (Fig. 8a);

* avere in comune uno e un solo punto, e in tal caso si dicono incidenti o secanti
(Fig. 8b);

¢ avere in comune almeno due punti: in tal caso, per ’Assioma 2 la retta deve appar-
tenere al piano (Fig. 8¢).

a. Retta e piano privi b. Retta e piano secanti c. Retta che giace sul piano
di punti di intersezione

Figura 8 Posizioni reciproche tra retta e piano.

DEFINIZIONE | Retta parallela a un piano

Una retta si dice parallela a un piano quando non ha punti in comune con il piano
oppure quando giace sul piano.

La retta r & parallela ad o, per esempio, nelle Figg. 8a e 8c.
La relazione di parallelismo tra rette e piani gode delle proprieta espresse dai se-
guenti teoremi.

TEOREMA 2 | Condizione di parallelismo tra retta e piano

Se una retta r ¢ parallela a una retta s contenuta nel piano o, allora la retta r ¢ pa-
rallela al piano o (Fig. 9).

Figura 9 Se r || s ed s & contenuta in o, allora r || s.



Unita 1 Rette e piani, misure di superfici e volumi

Sia r una retta parallela a un piano o. Allora ogni piano 3 contenente r e incidente
o ha in comune con o una retta parallela a r (Fig. 10).

p

Figura 10 Se r || o e B & un piano che contiene r e interseca o lungo la retta s, allora r || s.

Posizioni reciproche di due piani

Per discutere le possibili posizioni reciproche di due piani occorre tenere presente il
seguente teorema, che ci limitiamo a enunciare.

TEOREMA 4 | Intersezione di due piani

Se due piani distinti hanno un punto P in comune, allora la loro intersezione ¢ una
retta passante per P.

Siamo ora in grado di stabilire le possibili posizioni reciproche di due piani; essi

possono:

* non avere punti in comune (Fig. 11a);

* avere in comune almeno un punto: in tal caso il Teorema 4 ci garantisce che i due
piani hanno in comune tutti e soli i punti di una retta (Fig. 11b); i due piani, allora,
si dicono secanti;

* coincidere.

p.
.'/
y
A
y:

a. Piani privi di punti b. Piani secanti c. Piani coincidenti
di intersezione

Figura 11

DEFINIZIONE | Piani paralleli

Due piani che non hanno punti in comune (Fig. 11a) oppure che coincidono (Fig. 11c)
si dicono paralleli.

La relazione di parallelismo tra piani gode delle proprieta espresse nei prossimi teoremi.

TEOREMA 5 | Condizione di parallelismo tra piani

Siano o e B due piani distinti. Se due rette secanti r ed s di un piano o sono paral-
lele al piano B, allora i due piani o e B sono paralleli (Fig. 12).

Figura 12 Se esistono due rette r ed s, secanti e contenute in o, tali che s lIperllp,
allora o || B.

Con GeoGebra
Posizioni reciproche
di due piani

v
L)

RIFLETTI

Mostra che, se le due rette r
ed s del piano o non fossero
secanti, allora il teorema non

sarebbe vero.



RIFLETTI

Se il punto P appartiene al
piano o, qual & il piano di cui
il Teorema 7 garantisce
l'esistenza?
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TEOREMA 6 | Intersezioni di due piani paralleli con un piano trasversale

Se un piano yinterseca due piani paralleli e distinti o e 3, le due rette intersezione
diy con o e B sono parallele (Fig. 13).

Figura 13 Se o || B e un piano yinterseca a e f lungo le rette red s allora r || s.

Si potrebbe infine dimostrare il seguente teorema.

TEOREMA 7 | Esistenza e unicita di piani paralleli

Dato un piano o e un punto P dello spazio, esiste sempre un unico piano passante
per P e parallelo ad o (Fig. 14).

]

Figura 14 Esiste un solo piano f tale
chePepepllo. a

Fascio di piani paralleli e teorema di Talete

Si dice fascio di piani paralleli o fascio improprio di piani I'insieme di tutti i piani
paralleli a un piano dato.

Il teorema di Talete nel piano si generalizza nello spazio come segue.

TEOREMA 8 | Teorema di Talete nello spazio
Un fascio di piani paralleli determina su due trasversali due classi di segmenti
proporzionali (Fig. 15).

Per esempio, in relazione alla Fig. 15, in cui supponiamo o || B Il v, il teorema di
Talete nello spazio garantisce che:

AB:BC=AB":B'C’=A”"B”: B"C”

Figura 15
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Figure nello spazio
DEFINIZIONE | Figura nello spazio
Chiamiamo figura nello spazio ogni sottoinsieme di punti dello spazio.

Si parla usualmente di figura solida (o semplicemente di solido) per riferirsi a una
figura nello spazio delimitata da una superficie chiusa (assumiamo come primitivo
il concetto di superficie chiusa, cosi come nel piano abbiamo assunto come primitivo
il concetto di linea chiusa).

Anche nello spazio si puo definire il concetto di congruenza tra due figure tra-
mite quello di isometria. Un’isometria ¢ una trasformazione tra i punti dello
spazio che conserva le distanze; diciamo che due figure solide sono congruenti
se e solo se si corrispondono in un’isometria. Particolare attenzione va prestata
nell’analizzare il disegno che costituisce la rappresentazione piana di una figura
solida: cio che a prima vista appare dal disegno infatti puo non corrispondere
alla realta.

Consideriamo per esempio la Fig. 16, in cui abbiamo rappresentato (in assonometria
cavaliera) una figura solida che ti & certamente familiare: il cubo.

.
‘
]
I

Figura 16

Dalla rappresentazione della figura sul piano:

 sembra che AB e BC non siano perpendicolari, mentre in realta lo sono, perché
ABCD ¢ un quadrato;

* sembra che AB e BC non siano congruenti, mentre in realta lo sono, sempre perché
ABCD ¢ un quadrato;

* sembra che le rette AP e BG siano incidenti, mentre in realta non hanno punti di
intersezione: infatti la retta AP interseca il piano che contiene i punti B, C, Ged F
soltanto nel punto P.

«Vedere» nello spazio non & immediato come «vedere» nel piano. Lintuizione spa-
ziale ¢ possibile soltanto se si tengono in considerazione contemporaneamente, in un
processo mentale unitario, sia la rappresentazione di una figura solida nel piano, sia
le proprieta geometriche della figura stessa.

! Perpendicolarita nello spazio

Abbiamo visto che nel piano la condizione di perpendicolarita ¢ una particolare con-
dizione di incidenza, ricca di interessanti conseguenze. Anche nello spazio si defini-
scono delle relazioni di perpendicolarita tra retta e piano, tra due rette e tra due
piani, che illustriamo in questo paragrafo.

RICORDA

In geometria
«trasformazione» € sinonimo
di «funzione biiettiva».

3 Esercizi p. 36




RIFLETTI

Sai spiegare perché la
perpendicolarita a una sola
retta non basta a garantire
la validita del Teorema 9?

B{
M
AM=MB Al
ABLa

a

Figura 20

piano assiale
del segmento
AB
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Perpendicolarita tra retta e piano

DEFINIZIONE | Retta perpendicolare a un piano

Una retta incidente a un piano in un punto P si dice perpendicolare al piano se ¢
perpendicolare a tutte le rette del piano che passano per P (Fig. 17).

Il punto P di incidenza viene detto piede della perpendicolare.

Figura 17

In base al seguente teorema, per dimostrare che una retta ¢ perpendicolare a un
piano in un suo punto P & sufficiente mostrare che & perpendicolare a due rette di-
stinte del piano passanti per P.

TEOREMA 9 | Condizione di perpendicolarita tra retta e piano

Se una retta r & perpendicolare in un suo punto P a due rette di un piano, allora la
retta r & perpendicolare al piano.

Circa la perpendicolarita tra retta e piano, sussiste il seguente teorema, che ci limi-
tiamo a enunciare.

TEOREMA 10 | Esistenza e unicita di rette e piani perpendicolari

a. Dato un piano e un punto P, esiste una e una sola retta perpendicolare al piano
passante per P (Fig. 18).

b. Data una retta e un punto P, esiste un unico piano perpendicolare alla retta e
passante per P (Fig. 19).

I"' 'I"
P
P
L]
a
a
|
Figura 18 La retta r & l'unica passante Figura 19 Il piano o & I'unico passante
per P e perpendicolare al piano. per P e perpendicolare alla retta r.

I1 concetto di asse di un segmento, che abbiamo dato nel piano, si generalizza nello
spazio come segue.

DEFINIZIONE | Piano assiale
Dato un segmento, si dice piano assiale del segmento il piano passante per il

punto medio del segmento e perpendicolare alla retta che contiene il segmento
(Fig. 20).
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Sempre in analogia con quanto visto nel piano, si puo dimostrare che il piano as-
siale di un segmento ¢ il luogo dei punti dello spazio equidistanti dagli estremi del
segmento.

Perpendicolarita tra due rette

Nel piano abbiamo visto che, dati una retta r e un punto P, esiste sempre un’unica
retta passante per P e perpendicolare a .
Nello spazio la situazione si presenta invece differente:

a. seil punto P non appartiene alla retta r (Fig. 21) esiste un’unica perpendicolare alla
retta r passante per P (infatti il problema si puo ricondurre dallo spazio al piano:
basta osservare che esiste un unico piano o contenente il punto P e la retta r e
che la perpendicolare richiesta giace sul piano o perché passa per P e per un
punto di r);

b. se il punto P appartiene alla retta r, esistono invece infinite rette perpendicolari a
r passanti per P: tutte quelle del fascio di rette di centro P appartenenti al piano
perpendicolare a r in P (Fig. 22). Si puo inoltre dimostrare che non esistono altre
rette perpendicolari a r in P oltre a quelle giacenti su questo piano.

o

Figura 21 Figura 22

Un importante teorema sulla perpendicolarita delle rette nello spazio ¢ il seguente.

TEOREMA 11 | Teorema delle tre perpendicolari

Siano o un piano, r una retta di o e P un punto dello spazio non appartenente ad
o. Detti H il piede della perpendicolare condotta da P al piano o e K il piede della
perpendicolare condotta da H alla retta r, allora la retta PK ¢ perpendicolare a r.
IPOTESI PH.lo,PHNnoa={H}, HK L, HKNnr={K}

TESI PH.lr

DIMOSTRAZIONE

Consideriamo sulla retta r due punti A e A’, simmetrici rispetto al
punto K (Fig. 23).

* Dimostriamo che i due triangoli PHA e PHA' sono congruenti
I due triangoli PHA e PHA’ sono rettangoli in H poiché la retta PH
e, per ipotesi, perpendicolare al piano o. Inoltre tali triangoli hanno:

— il cateto PH in comune; o
- HA = HA' perché nel piano o la retta HK & (per ipotesi e per co-
struzione) I’asse del segmento AA”.

Dunque i due triangoli hanno i cateti rispettivamente congruenti e sono percio
congruenti.

¢ Deduciamo che la retta PK & perpendicolare alla retta r
Dalla congruenza dei due triangoli PHA e PHA’ segue che PA = PA’. Pertanto il
triangolo PAA’ ¢ isoscele sulla base AA’, quindi la mediana PK ¢ anche altezza re-

lativa ad AA”. Di conseguenza PK ¢ perpendicolare alla retta r.

= Con GeoGebra
=4 Teorema delle tre
perpendicolari

Figura 23
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COROLLARIO 1 | Corollario del teorema 11

Nelle ipotesi del teorema delle tre perpendicolari, la retta r & perpendicolare al
piano che contiene le due rette PH e PK.

Ulteriori conseguenze dei teoremi presentati in questo paragrafo sono i seguenti
teoremi, che ci limiteremo a enunciare.

TEOREMA 12 | Parallelismo e perpendicolarita tra rette

a. Se due rette nello spazio sono perpendicolari allo stesso piano, le due rette
sono parallele tra loro (Fig. 24).

b. Se due rette sono parallele, ogni piano che ¢ perpendicolare all'una & perpen-
dicolare anche all’altra (Fig. 24).

Figura 24

Rifletti sulle seguenti differenze tra piano e spazio euclideo:

¢ nello spazio, due rette perpendicolari a una stessa retfa non sono necessariamente

parallele come accade nel piano;
* nello spazio, date due rette parallele, una retta perpendicolare all'una non & neces-
sariamente perpendicolare all’altra, come accade nel piano.

TEOREMA 13 | Parallelismo e perpendicolarita tra piani

a. Se due piani sono perpendicolari alla stessa retta, sono paralleli tra loro (Fig. 25).

b. Se due piani sono paralleli, ogni retta perpendicolare all'uno & perpendicolare
anche all’altro (Fig. 25).

Figura 25

Diedri e perpendicolarita tra due piani

Per definire il concetto di perpendicolarita tra due piani, dobbiamo introdurre pre-
liminarmente il concetto di angolo diedro: si tratta dell’analogo nello spazio del con-
cetto di angolo nel piano.

DEFINIZIONE | Angolo diedro

Si chiama angolo diedro (o semplicemente diedro) ciascuna delle due parti in cui
lo spazio ¢ diviso da due semipiani aventi la stessa origine, inclusi i semipiani
stessi.
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I semipiani che delimitano il diedro si chiamano :
facce del diedro e ne costituiscono il contorno; la

retta comune alle due facce si chiama spigolo del spigolo
diedro (Fig. 26).

! ~—faccia

Figura 26

Due semipiani non complanari aventi la stessa origine individuano due angoli die-
dri, uno concavo e l’altro convesso. D’ora in avanti, quando parleremo di diedri, senza
ulteriori precisazioni, intenderemo sempre riferirci a diedri convessi.

I punti di un diedro che non appartengono alle facce si dicono interni al diedro; tutti
gli altri punti dello spazio, esclusi quelli del contorno del diedro, si dicono esterni al
diedro.

DEFINIZIONE | Sezione normale di un diedro

Si chiama sezione normale di un diedro I'angolo che si ottiene intersecando il
diedro con un piano perpendicolare allo spigolo (Fig. 27).

Figura 27 L'angolo aOb ¢ la sezione normale individuata sul diedro dal piano o.

Un angolo ¢ una sezione normale di un diedro se e solo se i suoi lati sono semirette
che giacciono sulle facce del diedro e che sono perpendicolari nello stesso punto allo
spigolo del diedro.

TEOREMA 14 | Sezioni normali e congruenza

a. Due sezioni normali di uno stesso diedro sono congruenti (Fig. 28).
b. Due diedri sono congruenti se e solo se hanno sezioni normali congruenti.

Figura 28 Le due sezioni normali
individuate sul diedro dai pianio. e §

sono congruenti: aOb = cVd.

Poiché le sezioni normali di un diedro sono tutte congruenti, la seguente definizione
¢ ben posta.

DEFINIZIONE | Ampiezza di un angolo diedro

Si dice ampiezza di un diedro I'ampiezza di una sua sezione normale.

Un diedro si dice acuto, retto od ottuso rispettivamente se la sua ampiezza € minore,
uguale o maggiore di 90°.




RIFLETTI

Condizione necessaria e
sufficiente affinché due piani
incidenti siano
perpendicolari & che formino
(almeno) un diedro retto.

Sai giustificare perché?
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Per i diedri si puo introdurre un concetto analogo a quello di bisettrice di un angolo.

DEFINIZIONE | Semipiano bisettore

Si dice semipiano bisettore di un diedro il semipiano che ha come origine lo spi-
golo del diedro e che lo divide in due diedri congruenti (Fig. 29).

=
-

" \Semipiano bisettore Figura 29 Poiché il semipiano bisettore divide
un diedro in due diedri congruenti, le sezioni

o normali dei due diedri sono individuate dalle
semirette in rosso sono congruenti.

Sempre in analogia con quanto visto nel piano, si puo dimostrare che il semipiano
bisettore di un diedro ¢ il luogo dei punti del diedro equidistanti dalle facce del diedro
stesso.

Ora che abbiamo introdotto la nozione di diedro, possiamo definire il concetto di
perpendicolarita tra due piani.

DEFINIZIONE | Piani perpendicolari

Due piani incidenti si dicono perpendicolari quando formano quattro diedri retti
(Fig. 30).

Figura 30 | due piani o e g sono
perpendicolari; infatti le sezioni normali
tramite il piano y dei quattro diedri da essi
: formati sono angoli retti.

La relazione di perpendicolarita tra due piani gode delle proprieta espresse nei pros-
simi teoremi.

TEOREMA 15 | Condizione di perpendicolarita tra due piani

Se un piano B contiene una retta r perpendicolare al piano o, allora il piano f§ &
perpendicolare al piano o (Fig. 31).

i
p

Figura 31 Se la retta r, contenuta nel piano B, € perpendicolare ad o, allora il piano g &
perpendicolare al piano a.
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TEOREMA 16 | Esistenza e unicita di piani perpendicolari RIFLETTI

. . q N Nell’enunci |
Dato un piano o e una retta r non perpendicolare ad a, esiste ed € unico il piano ell'enunciato de
Teorema 16 € supposto che r

passante per r e perpendicolare ad o. (Fig. 32). non sia perpendicolare ad o
che cosa cambia se r L o?

Figura 32 B L= Esercizi p. 38

Con GeoGebra
Costruzione della
Distanze perpendicolare

a due rette
sghembe

| l Proiezioni, distanze e angoli

Dato un punto P e un piano o, il piede della perpendicolare condotta dal punto P al
piano o viene anche detto proiezione del punto P su o: per esempio, in Fig. 33, H & la
proiezione di P sul piano o.

DEFINIZIONE | Distanza di un punto da un piano

Si chiama distanza di un punto da un piano la distanza tra il punto stesso e la sua
proiezione sul piano.

La distanza di un punto da un piano ha una proprieta di «<minimo» analoga a quella
messa in rilievo, nello studio della geometria euclidea del piano, per la distanza di un
punto da una retta. Precisamente, la distanza del punto P dal piano o ¢ minore della
distanza del punto P da qualsiasi punto del piano diverso dalla proiezione di P: per
esempio, con riferimento alla Fig. 33, PH < PQ (cio segue dal fatto che in un triangolo
rettangolo 'ipotenusa ¢ sempre maggiore di ciascuno dei due cateti).

Figura 33 Il segmento PH rappresenta
la distanza del punto P dal piano o.

DEFINIZIONE | Distanza di una retta parallela a un piano da un piano

Data una retta parallela a un piano, si chiama distanza della retta dal piano la
distanza di un punto qualsiasi della retta dal piano (Fig. 34).

Figura 34 PH e QK rappresentano la distanza H K
della retta r dal piano o.

La definizione ¢ ben posta, poiché si puo dimostrare che tutti i punti di una retta
parallela a un piano hanno la stessa distanza dal piano (ti invitiamo a dimostrarlo
facendo riferimento per esempio alla Fig. 34 e osservando che il quadrilatero PHKQ
¢ un rettangolo).
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Analogamente si puo definire la distanza tra due piani paralleli.

DEFINIZIONE | Distanza tra due piani paralleli

Dati due piani paralleli, si definisce distanza tra di essi la distanza di un punto
qualsiasi di un piano dall’altro (Fig. 35).

B s
L

H K
o

Figura 35 PH e QK rappresentano la distanza del piano B dal piano o.

La definizione & ben posta, poiché tutti i punti di un piano parallelo a un altro hanno
la stessa distanza da quest’ultimo.

Angoli

Per definire il concetto di angolo formato da una retta con un piano definiamo pre-
liminarmente il concetto di proiezione di una retta su un piano.

DEFINIZIONE | Proiezione di una retta su un piano

Si dice proiezione di una retta su un piano la figura costituita dalle proiezioni di
tutti i punti della retta sul piano.

Sela retta & perpendicolare al piano, la sua proiezione sul piano si riduce a un punto,
altrimenti la proiezione € una retta. Pertanto, per determinare la proiezione di una
retta non perpendicolare a un piano sul piano stesso basta determinare le proiezioni
sul piano di due punti della retta e considerare la retta che passa per i due punti
proiezione.

DEFINIZIONE | Angolo tra una retta e un piano

Data una retta incidente e non perpendicolare a un piano, si dice angolo che la
retta forma con il piano 'angolo acuto formato dalla retta con la sua proiezione sul
piano (Fig. 36).

Figura 36 Il punto A & un punto della retta r diverso da P e H & la proiezione di A sul piano
a. L'angolo che la retta r forma con il piano o € I'angolo formato da r con la retta PH, ossia
APH.

Langolo che una retta incidente a un piano o nel punto P forma con il piano gode di
un’importante proprietd di minimo; precisamente, ¢ minore dell'angolo formato
dalla retta con qualsiasi altra retta del piano o passante per P. Per esempio, in riferi-
mento alla Fig. 36, si ha APH < APQ.



Unita 1 Rette e piani, misure di superfici e volumi

Prismi, parallelepipedi e piramidi

Conclusa la trattazione di rette e piani nello spazio euclideo, ci addentriamo nello
studio dei principali solidi: prismi (parallelepipedi), piramidi e solidi di rotazione.

Prismi

DEFINIZIONE | Prisma indefinito
__ Con GeoGebra

Dato un poligono convesso e una retta r incidente al suo piano, si dice prisma Prismi
indefinito la figura formata dalle rette parallele a , passanti per tutti i punti del
poligono dato, inclusi quelli del suo contorno (Fig. 37).

v
L

Le rette che passano per i vertici del poligono si dicono spigoli del prisma indefinito.

DEFINIZIONE | Prisma

Si dice prisma (definito) la parte di un prisma indefinito compresa tra una coppia
di piani paralleli che intersecano tutti gli spigoli di quest’ultimo (Fig. 38).

I due poligoni ottenuti come intersezione dei due piani paralleli con il prisma inde-
finito si dicono basi del prisma e i loro vertici sono i vertici del prisma; i poligoni
diversi dalle basi che delimitano il prisma si dicono facce laterali (Fig. 38). Le basi e
le facce laterali di un prisma si dicono facce del prisma.

I lati delle basi si dicono spigoli di base, mentre i lati delle facce laterali che non ap-
partengono alle basi si dicono spigoli laterali (Fig. 39). La distanza tra i due piani che
contengono le basi del prisma si dice altezza del prisma (Fig. 39).

Si chiamano diagonali di un prisma i segmenti che congiungono due vertici del pri-
sma non appartenenti alla stessa faccia (Fig. 39).

spigolo diagonale

S N base
: laterale ]
!‘ . / i
; vertice i
/o altezza
facce foae
laterali

; : spigolo di base
Figura 37 Figura 38 Figura 39

Si puo dimostrare (ti invitiamo a farlo per esercizio) il seguente teorema.

TEOREMA 17 | Proprieta dei prismi

Le basi di un prisma sono poligoni congruenti e le sue facce laterali sono paralle-
logrammi.

Un prisma si dice triangolare, quadrangolare, esagonale... a seconda del numero dei
lati delle basi.

Un prisma si dice retto quando gli spigoli laterali sono perpendicolari ai piani delle
basi. Infine, un prisma retto le cui basi sono poligoni regolari viene detto regolare.

Parallelepipedi

Studiamo ora alcuni particolari prismi: i parallelepipedi.

DEFINIZIONE | Parallelepipedo Con Geoqebra
Parallelepipedi

(&)
(]

Si chiama parallelepipedo un prisma le cui basi sono parallelogrammi.
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ATTENZIONE! DEFINIZIONE | Parallelepipedo rettangolo
Un parallelepipedo & un
particolare prisma; in quanto
tale si dice retto quando gli tangolo.

spigoli laterali sono

perpendicolari ai piani delle  Un parallelepipedo ha sei facce e ogni faccia ¢ adiacente ad altre quattro; la restante

basi. faccia si dice opposta a quella considerata.

Un parallelepipedo retto le cui basi sono rettangoli si chiama parallelepipedo ret-

TEOREMA 18 | Proprieta delle diagonali di un parallelepipedo

Le quattro diagonali di un parallelepipedo si intersecano nel loro punto medio
(Fig. 40).

Se il parallelepipedo ¢ rettangolo vale I'ulteriore proprieta espressa dal seguente teo-
rema.

Le diagonali di un parallelepipedo rettangolo sono congruenti.

La misura d delle diagonali di un parallelepipedo rettangolo si puo esprimere facil-
Figura 40 Le diagonali AG, ~ mente in funzione delle misure degli spigoli di base e di quelli laterali, applicando

BH, CE e DF si intersecano nel ripetutamente il teorema di Pitagora. In riferimento alla Fig. 41, in cui abbiamo
loro punto medio O. posto:

AB=a BC=b AE=c
abbiamo infatti che:

=2, 52
d=+yAC+ AE" = Teorema di Pitagora applicato al triangolo rettangolo ACE

= \fﬁ2+ E2+ Ez Teorema di Pitagora applicato al triangolo rettangolo ABC
l.._..r._.J

'RZ

RICORDA Pertanto, abbiamo:
Le misure dei tre spigoli di

un parallelepipedo d= Jm [1
rettangolo uscenti da uno

stesso vertice sono anche

chiamate dimensioni del H G

parallelepipedo. Per /
esempio, le tre dimensioni
del parallelepipedo H
in Fig. 41 sono g, be c.

Figura 41 A a B

Il cubo ¢ un particolare parallelepipedo rettangolo, avente tutti gli spigoli con-
gruenti.

In particolare, se la misura dello spigolo di un cubo ¢ s, dalla [1] segue che la misura d
delle sue diagonali é:

d=As?+52+5% =53

Angoloidi e piramidi
In questo sottoparagrafo vogliamo studiare alcuni particolari solidi, non apparte-

nenti all’insieme dei prismi: le piramidi. A tale scopo, occorre introdurre preliminar-
mente il concetto di angoloide.
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DEFINIZIONE | Angoloide

Dato un poligono convesso e un punto V non appartenente al piano del poligono,
si chiama angoloide di vertice V la figura formata da tutte le semirette di origine
V che passano per i punti del poligono dato, inclusi quelli appartenenti al suo
contorno (Fig. 42).

4

Figura 42 Angoloide di vertice V. Le semirette VA, VB,
VC, VD e VE sono gli spigoli dell’angoloide. L'angolo di
| : vertice V che ha come lati le semirette VAe VB

A . rappresenta una delle cinque facce dell’angoloide.

Le semirette che passano per il punto V e per i vertici del poligono si chiamano
spigoli dell’angoloide. In particolare, un angoloide con tre spigoli si chiama triedro.
Gli angoli che hanno come vertice V e come lati due spigoli consecutivi si dicono
facce dell’angoloide.

DEFINIZIONE | Piramide

zz  Con GeoGebra
Si chiama piramide la parte di un angoloide compresa tra il vertice dell’angoloide S e

e un piano che interseca tutti gli spigoli dell’angoloide.

Per esempio, in Fig. 43 ¢ rappresentata la piramide individuata da un angoloide di

vertice V e dal piano a. .
vertice

v

faccia laterale

spigolo Iaterale\

altezza

h \
,'/spigolo , base \
* dibase : ;

Figura 43

I1 poligono che si ottiene dall’intersezione del piano o con I'angoloide ¢ detto base
della piramide e ogni suo lato ¢ detto spigolo di base.

Il punto V & detto vertice della piramide e la distanza tra il vertice V e il piano della
base ¢ detta altezza della piramide.

Il piano o stacca sulle facce dell’angoloide dei triangoli di vertice V; che vengono detti
facce laterali della piramide; i lati delle facce laterali che non appartengono alla base
sono detti spigoli laterali della piramide. Si dice angolo diedro formato da due facce
di una piramide aventi uno spigolo in comune I'angolo diedro formato dai due piani
che contengono le facce. Una piramide si dice triangolare, quadrangolare, pentago-
nale... a seconda che la sua base sia un triangolo, un quadrilatero, un pentagono... In
particolare, una piramide a base triangolare si chiama tetraedro.

DEFINIZIONE | Piramide retta

Una piramide si dice retta se la base ¢ un poligono circoscrivibile a una circonferenza
e il centro di tale circonferenza coincide con il piede dell’altezza della piramide.
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Esempio

Controesempi

Una piramide a base triangolare,
tale che il piede dell’altezza cade
nell’incentro del triangolo di base, &
retta.

ST
\\\.I/
B

Infatti un triangolo € sempre
circoscrivibile a una circonferenza e il
centro di tale circonferenza é l'incentro
del triangolo.

Una piramide avente come base un ~ Una piramide avente come base un
rettangolo (che non sia un quadrato), quadrato ABCD, tale che il vertice
tale che il piede dell‘altezza cade nel appartiene alla perpendicolare in A al
centro del rettangolo, non é retta. piano della base, non é retta.

1%
I
\_\:.\\\.
b N
L »C
|
A B

Infatti la base é circoscrivibile a una
circonferenza, ma il piede dell’altezza,
cioeé A, non coincide con il centro della
circonferenza inscritta nel quadrato.

Infatti il rettangolo di base non &
circoscrivibile a una circonferenza.

DEFINIZIONE | Piramide regolare

Una piramide si dice regolare se ¢ retta e la base ¢ un poligono regolare.

Esempio

Controesempi

Una piramide avente come base un
triangolo equilatero, tale che il piede
dell’altezza cade nel baricentro del
triangolo, & regolare.

Infatti:

- la base, essendo un triangolo
equilatero, € un poligono regolare;

—la base é circoscrivibile a una
circonferenza e il centro di tale
circonferenza coincide con il baricentro
del triangolo, quindi la piramide é retta.

Una piramide avente come base un
quadrato ABCD, tale che il vertice
appartiene alla perpendicolare in A al
piano di base, non & regolare.

Una piramide avente come base un
rombo (che non sia un quadrato),
tale che il piede dell’altezza cade nel
centro del rombo, non é regolare.

Affinché una piramide sia regolare, deve
in particolare essere retta. La piramide in
esame non é retta (come gia osservato
in precedenza), quindi non puo essere
regolare.

Infatti, sebbene la piramide sia retta,
la base, un rombo, non € un poligono
regolare.

%4

Figura 44

Le piramidi rette e le piramidi regolari godono di alcune importanti proprieta. Per
scoprirle, fissiamo inizialmente 'attenzione sulla piramide retta, a base pentagonale,
rappresentata in Fig. 44.
Abbiamo indicato con V il vertice della piramide, con O il piede dell’altezza della
piramide, con H e K i punti di contatto dei lati CD e AE della base con la circonfe-
renza in essa inscritta. Osserviamo che:

* VHe VK, per il teorema delle tre perpendicolari, sono perpendicolari rispettiva-
mente a CD e AE, quindi sono altezze delle facce CVD e AVE;
* i triangoli rettangoli VOH e VOK sono congruenti perché hanno il cateto VO in
comune e i cateti OH e OK congruenti in quanto raggi della stessa circonferenza;
in particolare, quindi, VH = VK.

Dunque le altezze delle facce CVD e AVE sono congruenti.
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Con ragionamenti del tutto analoghi, si puo dimostrare che, pit1 in generale, vale il

seguente teorema.

TEOREMA 20 | Proprieta delle piramidi rette

In una piramide retta i segmenti che congiungono il vertice della piramide
con i punti di tangenza dei lati della base con la circonferenza inscritta in
quest’ultima sono altezze delle facce laterali della piramide e sono tutti con-
gruenti tra loro.

In base al teorema precedente risulta ben posta la seguente definizione.

DEFINIZIONE | Apotema di una piramide retta

Data una piramide retta, ciascuna delle altezze delle facce laterali relative agli spi-
goli di base viene detta apotema della piramide.

Per scoprire, infine, le ulteriori proprieta delle piramidi regolari, fissiamo l'atten-
zione sulla piramide regolare, a base pentagonale, rappresentata in Fig. 45, in cui O ¢
il piede dell’altezza della piramide.

Figura 45

I triangoli rettangoli VOA e VOB sono congruenti perché hanno:
¢ il cateto VO in comune;

* 1icateti OA e OB congruenti perché raggi della circonferenza circoscritta al penta-
gono (circonferenza che esiste poiché il pentagono ¢ regolare, e che ha centro in O
poiché il centro della circonferenza circoscritta a un poligono regolare coincide
con quello della circonferenza inscritta).

Dalla congruenza dei due triangoli VOA e VOB segue, in particolare, che i due
spigoli laterali VA e VB sono congruenti, quindi il triangolo VAB ¢ isoscele sulla
base AB.
Con analoghi ragionamenti si puo dimostrare che, pill in generale, vale il seguente
teorema.

TEOREMA 21 | Proprieta delle piramidi regolari

In una piramide regolare gli spigoli laterali sono tutti tra loro congruenti e le
facce laterali sono triangoli isosceli congruenti.

Tronco di piramide

Sezionando una piramide con un piano parallelo alla base, la piramide resta divisa
in due parti: una piramide «piu piccola», avente lo stesso vertice di quella originaria,
e un solido che si chiama tronco di piramide (colorato in azzurro in Fig. 46).

ATTENZIONE!

Nel caso di una piramide
non retta non é possibile
parlare di apotema, ma solo
di altezze delle facce laterali,
poiché queste ultime non
sono tutte congruenti.




RIFLETTI

In forza del teorema di
Talete le basi del tronco di
piramide sono poligoni
simili. Anche le facce laterali
della piramide «piu piccola»
ottenuta tramite la sezione
sono simili alle
corrispondenti facce della
piramide «piu piccola»
ottenuta tramite la sezione.

.. Con GeoGebra
Tronco di piramide
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Solidi di rotazione

;7 Con GeoGebra
Cilindri

~ Con GeoGebra

“ Sezioni di un cilindro
con un piano
parallelo all'asse
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I due poligoni appartenenti a piani paralleli che delimitano un tronco di piramide
si dicono basi del tronco, mentre gli altri poligoni che delimitano il tronco sono
trapezi (in base al Teorema 12) e vengono detti facce laterali. La distanza tra le due
basi e 'altezza del tronco. Se la piramide da cui & stato ottenuto il tronco ¢ retta, i
trapezi che costituiscono le facce laterali hanno uguale altezza, detta apotema del
tronco.

base )
faccia

A\ laterale

altezza y /

tronco —__|

{ \
1 A\
“““-\.\\H | 1
/ k
P k
f 1
| \
flieg \

|I|

f.

Figura 46

base

! Solidi di rotazione

In questo paragrafo studieremo alcuni particolari solidi, detti solidi di rotazione
perché possono essere generati dalla rotazione di una figura piana intorno a una
retta (Fig. 47). Supporremo che I'angolo di rotazione sia un angolo giro e per espri-
mere cio parleremo di rotazione completa. :

,
Ds————4c

Figura 47 Solido generato dalla rotazione I
completa del trapezio ABCD intorno alla retta r.

Ogni punto della figura che ruota (per esempio A o D in Fig. 47) genera, nella rota-
zione, una circonferenza appartenente al piano perpendicolare all’asse di rotazione
e passante per il punto stesso.

Cilindro
DEFINIZIONE

Si dice cilindro circolare retto (o semplicemente cilindro) il solido generato da un
rettangolo nella rotazione completa intorno a un suo lato.

Cilindro

I11ato del rettangolo intorno al quale avviene la © asse

rotazione é I'altezza del cilindro (Fig. 48); i due o __/_d_el_c_i“”dro
lati del rettangolo perpendicolari all’altezza del il o' =
cilindro sono i raggi del cilindro e generano,  mmEmE
nella rotazione, due cerchi, detti basi del cilin-
dro. La retta che contiene l’altezza del cilindro  generatrici L
¢ detta asse del cilindro. g
«
.;-’_ T OI Fagglof/
.

Figura 48 i
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I segmenti congruenti all’altezza del cilindro, paralleli al suo asse e aventi come
estremi due punti appartenenti alle circonferenze che delimitano le sue basi sono
detti generatrici di quella che ¢ chiamata superficie laterale del cilindro.

Un cilindro si dice equilatero quando la sua altezza ¢ congruente al diametro della base.

Cono e tronco di cono

DEFINIZIONE | Cono
Con GeoGebra

Si dice cono circolare retto (o semplicemente cono) il solido generato dalla rota- S Coni
zione completa di un triangolo rettangolo intorno a uno dei suoi cateti.

II cateto intorno al quale avviene la rotazione si dice altezza del cono e la retta che con-
Con GeoGebra

tiene l'altezza ¢ l'asse del cono (Fig. 49); l'altro cateto ¢ il raggio del cono e genera nella ry ; ’

: . >, . T *  Sezione diun
rotazione un cerchio, detto base del cono. L'ipotenusa del triangolo che ruota ¢ 'apotema cono con un piano
del cono e il punto in comune all’altezza del cono e all’'apotema ¢ il vertice del cono. passante per |l

asse vertice
del cono angolo

di semiapertura
v

generatrici /|

Figura 49 Cono circolare retto.

Ciascuno degli infiniti segmenti, congruenti all’'apotema, che congiungono il vertice

del cono con uno dei punti appartenenti alla circonferenza che delimita la sua base ¢

detto anche generatrice (Fig. 49) della superficie laterale del cono.

L’angolo che ha come vertice il vertice del cono e come lati le semirette che conten-

gono ’altezza e 'apotema del cono ¢ detto angolo di semiapertura del cono (Fig. 49).

Un cono il cui apotema & congruente al diametro della base si dice equilatero.

Sezionando un cono con un piano parallelo alla base, il cono viene diviso in due

parti: un cono «piu piccolo» avente lo stesso vertice del cono originario, e un solido

detto tronco di cono (disegnato in azzurro in Fig. 50). La base del cono originario e Con GeoGebra
il cerchio ottenuto dalla sezione del cono con il piano sono le basi del tronco; la di- Tronco di cono
stanza tra le basi del tronco costituisce I'altezza del tronco.

o]
4

base
D
1
N
3
®
Figura 50 Tronco di cono. base
Sfera
DEFINIZIONI | Sfera e superficie sferica
o L ] ] ) o Con GeoGebra
Si dice sfera il solido generato dalla rotazione completa di un semicerchio intorno C Sfere

al suo diametro. Si dice superficie sferica la superficie generata dalla rotazione
completa di una semicirconferenza intorno al suo diametro.
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Il centro e il raggio del semicerchio (della semicirconferenza) che ruota sono detti
rispettivamente centro e raggio (Fig. 51) della sfera (superficie sferica).

centro

raggio. |
1

Figura 51

Studiamo ora le posizioni reciproche di un piano e di una sfera. Indichiamo con dla
Con GeoGebra

ry ) JECREn distanza del piano dal centro della sfera e con r il raggio di quest’ultima; si puo di-
= Posizioni reciproche
mostrare che:

di un piano e una
sfera * sed<r,il piano hain comune con la sfera un cerchio: il piano si dice percio secante

la sfera (Fig. 52); in particolare, un piano secante passante per il centro della sfera
si dice piano diametrale e la sua sezione con la sfera viene detta cerchio massimo;
* sed=r,il piano ha un solo punto T'in comune con la sfera e si dice percio tangente
a essa; in analogia al caso della tangenza nel piano tra retta e circonferenza, il
piano risulta perpendicolare al raggio che congiunge il centro della sfera con il
punto T di tangenza (Fig. 53);
* sed>r, il piano non ha punti in comune con la sfera e si dice percio esterno a essa

(Fig. 54).
LI | |
LS r| |4 rl |d
d<r T _
d=r
d>r
Figura 52 Figura 53 Figura 54

s Lasciamo a te lo studio delle posizioni reciproche di un piano e di una superficie

on GeoGebra e . . . . : )

T Pt e cumeriE: sferica, limitandoci a segnalare che la sezione di un piano diametrale con la superfi-
sferica e della sfera  cie sferica ¢ detta circonferenza massima.

PER SAPERNE DI PIU  Parti della superficie sferica e della sfera

Le due parti di sfera (superficie sferica) individuate da un piano secante sono dette segmenti sferici a una base
(calotte sferiche, rispettivamente). La porzione di sfera (superficie sferica) compresa tra due piani paralleli e se-
canti la sfera viene detta segmento sferico a due basi (zona sferica, rispettivamente). Infine, si chiama spicchio
sferico (fuso, rispettivamente) la parte di sfera (superficie sferica) individuata da due semipiani aventi come
origine una retta che contiene lo stesso diametro.

-— A
o R S _———
Figura 55 Segmento sferico Figura 56 Segmento sferico Figura 57 Spicchio sferico
a una base e calotta sferica. a due basi e zona sferica. e fuso sferico.

Esercizi p. 42
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! Aree di superfici e volumi

Aree di superfici

Assumeremo come primitivo il concetto di superficie di un solido. Nello studio di
alcuni solidi notevoli nei quali sono presenti una o pill basi, parleremo di superficie
totale (di area S,) per indicare appunto la superficie complessiva del solido e di su-
perficie laterale (di area S)) per indicare la superficie che si ottiene sottraendo dalla
superficie totale quella delle basi.

Un solido si dice sviluppabile se, mediante un numero finito di tagli, si puo disten-
dere completamente la sua superficie su un piano senza deformarla. La figura piana
ottenuta si chiama sviluppo (in piano) del solido originario; in Fig. 58 & rappresentato
per esempio lo sviluppo di un cubo.

Se un solido ¢ sviluppabile, il problema di misurare I’area della sua superficie si puo
ricondurre a un problema di geometria piana: basta misurare 'area del suo sviluppo.
Sulla base di questa osservazione si possono facilmente dedurre (come vedremo nel
proseguimento del paragrafo) le formule che forniscono l'area della superficie late-
rale e totale di prismi, piramidi, cilindri e coni. La sfera invece & un solido non svi-
luppabile, per cui I'area della sua superficie non ¢ ricavabile con metodi elementari:
bisogna ricorrere a metodi riconducibili all’analisi infinitesimale.

Lequivalenza tra solidi e il volume

Intuitivamente diciamo che due solidi realizzati con lo stesso materiale sono equi-
estesi se hanno lo stesso peso, oppure che due recipienti sono equivalenti se conten-
gono la stessa quantita di acqua.

Come nel piano abbiamo assunto come primitivo il concetto di estensione di una
superficie, cosi nello spazio assumeremo come primitivo il concetto di estensione di
un solido.

Due solidi che hanno la stessa estensione si dicono equivalenti.

Nei volumi precedenti abbiamo definito lunghezza la misura di un segmento, am-
piezza la misura di un angolo e area la misura di una superficie. Analogamente, si
definisce volume la misura di un solido.

Intuitivamente, si tratta di scegliere una unita di misura per i solidi e poi confrontare
il solido da misurare con quella unita di misura e vedere quante volte 'unita di mi-
sura ¢ contenuta in esso. Come unita di misura per i volumi si sceglie di solito il cubo
avente per spigolo il segmento assunto come unita di misura per le lunghezze.

I1 volume di un solido, come la lunghezza di un segmento e l'area di una superficie,
¢ espresso da un numero reale non negativo. Nel seguito indicheremo il volume di
un solido con la lettera V.

ESEMPIO

Consideriamo come unita di misura per le lunghezze il centimetro e, di conse-
guenza, come unita di misura per i volumi il cubo di spigolo 1 cm, e la indichiamo
con il simbolo cm®. Allora un parallelepipedo come quello in figura, di dimensioni
3 cm, 4 cm e 2 cm, contiene esattamente 24 cubetti di spigolo 1 cm, pertanto il vo-
lume del parallelepipedo, rispetto al cm?, & 24. Piti brevemente, ¢ consuetudine
esprimersi dicendo che il volume del parallelepipedo ¢ 24 cm®.

3cm

cubo

Figura 58

NELLA REALTA

Il fatto che la sfera non sia
sviluppabile ha importanti
conseguenze in cartografia
(cioe nella realizzazione
delle carte geografiche). Per
porzioni ridotte, la
rappresentazione piana della
superficie terrestre
piuttosto buona, dal
momento che una superficie
sferica € «localmente» ben
approssimabile con un piano,
ma «globalmente» una simile
identificazione & impossibile.
Te ne puoi facilmente
rendere conto osservando un
planisfero: ’Antartide, per
esempio, € ben diversa dalla
sua rappresentazione
cartografica, cosi come la
Nuova Zelanda e la Terra del
Fuoco, estremita meridionale
del continente
sudamericano, sono in realta
ben piu ravvicinate di quanto
appaia su una carta.

ATTENZIONE!

In alcuni testi il concetto di
volume viene definito come
la comune estensione di tutti i
solidi equivalenti a un solido
dato. In questa impostazione
si parla di misura del volume
di un solido. Per questo
motivo nella pratica sono
largamente diffuse sia
espressioni del tipo

«il volume di un solido é...»,
sia «la misura del volume di un
solido e...».
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Il principio di Cavalieri deve
il suo nome al matematico
Bonaventura Cavalieri
(1598 circa-1647), allievo di
Galileo Galilei e titolare della
cattedra di matematica
all’'universita di Bologna.

La sua fama e dovuta
soprattutto al trattato
Geometria degli indivisibili,

in cui si occupa del problema
della misura di aree e volumi,
anticipando molte idee che
portarono successivamente
allo sviluppo dell’analisi
infinitesimale.

. Con GeoGebra
e Principio
di Cavalieri
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Il principio di Cavalieri

Presentiamo ora un principio che fornisce una condizione sufficiente a garantire l’e-
quivalenza di due solidi. Consideriamo una pila di monete (Fig. 59 a sinistra) e imma-
giniamo di spostarle in modo da ottenere la configurazione della Fig. 59 a destra.

i
il

Figura 59

Confrontiamo ora le due pile: a ogni moneta nella pila di sinistra corrisponde nella
pila di destra una moneta uguale posta alla stessa altezza: siamo quindi portati ad
affermare, senza ombra di dubbio, che le due pile di monete hanno lo stesso volume.
Un ragionamento analogo puo ripetersi anche se le monete non sono tutte uguali
(Fig. 60): anche in questo caso saremo portati ad affermare che hanno lo stesso vo-
lume perché, a ogni moneta nella pila di sinistra, corrisponde nella pila di destra una
moneta uguale, posta alla stessa altezza.

Figura 60

Immaginiamo ora di applicare queste medesime considerazioni a due solidi, pensati
come «pile di fogli» di spessore sottilissimo: cosi come nelle pile di monete conside-
rate poc’anzi, se a ogni foglio che forma il primo solido corrisponde nel secondo so-
lido un foglio uguale posto alla stessa altezza, potremo dire che i due solidi sono
equivalenti. Il principio di Cavalieri (che assumeremo come assioma) scaturisce
dalla generalizzazione e formalizzazione di queste idee intuitive.

ASSIOMA 4 | Principio di Cavalieri

Se due solidi possono essere disposti, rispetto a un piano o, in modo che ogni
piano parallelo ad o che interseca uno dei due solidi intersechi anche l’altro e in-
dividui su di essi sezioni equivalenti, allora anche i due solidi sono equivalenti.

Il calcolo dell’area e del volume dei principali solidi

1. Prisma
Fissiamo l’attenzione per esempio sul prisma retto a base pentagonale in Fig. 61, in
cui gli spigoli di base misurano a, b, ¢, d, e e l'altezza misura h.

Figura 61 Figura 62
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Larea della superficie laterale ¢ la somma delle aree delle cinque facce laterali, che
sono rettangoli di altezza uguale a quella del prisma (Fig. 62), quindi:

S5=a-h+b-h+c-h+d-h+e-h=@+b+c+d+e)-h
Malasomma a + b + c + d + e rappresenta la misura del perimetro, 2p, della base del
prisma, quindi:
Si=2p-h
Detta S, la misura dell’area di ciascuna base del prisma, sara infine:
$;=8+2-8,=2p-h+2S,
Analoghi ragionamenti valgono per un prisma retto qualsiasi.

TEOREMA 22 | Area della superficie di un prisma retto

Larea della superficie laterale di un prisma retto il cui perimetro di base mi-
sura 2p e la cui altezza misura h ¢ data dalla formula:

Sl=2p'h

Detta S, l'area di ciascuna delle due basi, la superficie totale del prisma ha area
espressa dalla formula:

Nel caso particolare di un parallelepipedo rettangolo, i cui spigoli di base misurano
a e b ela cui altezza misura ¢, risulta: 2p = 2(a + b) e S, = a - b quindi avremo:

S;=2(a+b)-c S;=2(a+b)-c+2a-b=2(ab+ bc+ ac)

In particolare, se il parallelepipedo ¢ un cubo il cui spigolo misura I:

S =4P S, = 6

Il calcolo del volume di un prisma si fonda su quello del parallelepipedo; per quest’ul-
timo vale il seguente teorema.

TEOREMA 23 | Volume di un parallelepipedo rettangolo

I1 volume di un parallelepipedo rettangolo ¢ uguale al prodotto delle misure 4,
b, ¢ delle tre dimensioni del parallelepipedo (Fig. 63):

Vparallelepipedo =a-b-c

Figura 63

Nel caso particolare di un cubo il cui spigolo misura /, la formula diventa:

Veubo = N

Si dimostra che in base al principio di Cavalieri un prisma (non necessariamente
retto) ¢ equivalente a un parallelepipedo di base equivalente e altezza congruente;
pertanto vale il seguente teorema.

TEOREMA 24 | Volume di un prisma

Il volume di un prisma la cui area di base ¢ S;, e la cui altezza misura h ¢ espresso
dalla formula:

V.

prisma = Sp-h

RIFLETTI

La superficie totale e il
volume di un parallelepipedo
sono espressi da polinomi
simmetrici nelle variabili a, b,
¢ (cioé da polinomi che sono
invarianti rispetto a una
permutazione delle
variabili). Cio & coerente con
il fatto che la scelta della
base e dell’altezza di un
parallelepipedo rettangolo &
arbitraria. Non puo dirsi
altrettanto per gli altri solidi
studiati in questa Unita.
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2. Piramide

Poniamoci anzitutto il problema di calcolare I’area della superficie laterale di una
piramide retta. Siano [}, l,, ..., I, le misure dei lati della base della piramide e a la mi-
sura dell’apotema. L'area della superficie laterale ¢ la somma delle aree delle facce
laterali, che sono triangoli aventi come altezze I'apotema della piramide (vedi la
Fig. 64, in cui abbiamo considerato come esempio una piramide retta a base triango-
lare); pertanto:

1 1 1 1
S :7ll-a+zlz-a+...+?ln~a:7(ll+lz+...+ln)-a

Ma l’espressione L(ll +1,+...+1,) rappresenta la misura del semiperimetro, p, della
base, quindi:

Sl=p-a

/ | 2N apotema

Figura 64 Una piramide triangolare retta e il suo sviluppo. *D

Analoghi ragionamenti valgono per una piramide retta qualsiasi, quindi in partico-
lare per le piramidi regolari.

TEOREMA 25 | Area della superficie di una piramide retta

L'area della superficie laterale di una piramide retta il cui perimetro di base mi-
sura 2p e il cui apotema misura a ¢ data dalla formula:

Sl=p~a [2]

Detta S, I'area della base della piramide, la superficie totale della piramide ha area
espressa dalla formula:

St:P'a+Sb

Nel caso di piramidi non rette, le facce laterali non hanno tutte la stessa altezza,
quindi la formula [2] non puo essere utilizzata e 'area della superficie laterale va
calcolata come somma delle aree delle singole facce.

Si dimostra che una piramide ¢ equivalente a un terzo di un prisma avente la stessa
base e la stessa altezza della piramide. Vale quindi il seguente teorema.

TEOREMA 26 | Volume della piramide
Il volume di una piramide la cui base ha area B e la cui altezza misura h ¢ espressa
dalla formula:

1

Vpiramide (B,h) = ngrisma avente stessa base e altezza

1
-Lp.p
3
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ESEMPIO  Volume di una piramide

Calcoliamo il volume di una piramide retta avente base quadrata, di lato 4q, e spigolo
laterale di misura 6a.

Per ricavare la misura dell’altezza della piramide dobbiamo applicare il teorema di
Pitagora al triangolo rettangolo OCE. Osserviamo preliminarmente che la misura
di OC ¢ la meta della misura della diagonale del quadrato ABCD, quindi:

—: AC — 4(,1;'{2 2261\."7

€=

Abbiamo allora:

OE = \/(6a)2— (2a2 ) =364 - 8a? =28a% = 2a\7

Vo

iramide — %(40)2 : 2“\-"Ir7 = 3_3203 \/7

3. Cilindro RIFLETTI
I1 calcolo dell’area della superficie di un cilindro ¢ particolarmente semplice perché Si tratta di problemi
la superficie di un cilindro & sviluppabile; in Fig. 65 abbiamo riportato lo sviluppo di ~ 2naloghi a quelli che si sono

R ST .. .. posti per la determinazione
un cilindro avente raggio di base di misura r e altezza di misura h. della lunghezza di una

La superficie laterale del cilindro ha come sviluppo un rettangolo i cui lati misurano cjrconferenza e dell’area di
2nr e h, quindi assumeremo come area della superficie laterale di un cilindro I'area  un cerchio.

di questo rettangolo, che misura 2nr - h. Per ottenere l'area della superficie totale

bisogna aggiungere all’area della superficie laterale le aree delle due basi, ciascuna

delle quali misura nir?. Vale quindi il seguente teorema. P

TEOREMA 27 | Area della superficie di un cilindro 2mur
L’ area della superficie laterale di un cilindro la cui base ha raggio di misurarela b
cui altezza misura h ¢ espressa dalla formula:
S;=2nr-h
Larea della superficie totale del cilindro é data da: Q
Figura 65

S;=2nr - h + 2nr?

Per quanto riguarda invece il calcolo del volume di un cilindro, si dimostra in base
al principio di Cavalieri che un cilindro ¢ equivalente a un prisma avente base equi-
valente a quella del cilindro e stessa altezza. Ne discende il seguente teorema.

TEOREMA 28 | Volume di un cilindro

Se un cilindro ha raggio di base di misura r e altezza di misura h, allora il volume
del cilindro ¢ espresso dalla formula:

_ 2
Vcilindro =nr--h

4. Cono

Anche la superficie del cono, come quella del cilindro, e sviluppabile.

In Fig. 66 abbiamo rappresentato lo sviluppo di un cono avente raggio di base di

misura r e apotema di misura a. In particolare, la superficie laterale del cono ha

come sviluppo un settore circolare, avente come raggio I'apotema del cono, delimi-

tato da un arco avente la stessa lunghezza della circonferenza di base del cono. Ri-

cordando che un settore circolare & equivalente a un triangolo avente base della

stessa lunghezza dell’arco che delimita il settore e come altezza il raggio del settore, o

deduciamo che I’area della superficie laterale del cono e: % 2nr -a = nra. Per otte-

nere 'area della superficie totale bisogna aggiungere, all’area della superficie late- Figura 66

rale, 'area della base del cono, che & ntr?.



Unita 1

Rette e piani, misure di superfici e volumi

Vale quindi il seguente teorema.

TEOREMA 29 | Area della superficie di un cono

Larea della superficie laterale di un cono la cui base ha raggio di misura r e il cui
apotema misura a ¢ espressa dalla formula:

S;=mnra
Larea della superficie totale del cono ¢ data da:
S, = nra + nr?

Per quanto riguarda invece il calcolo del volume di un cono si dimostra, in base al
principio di Cavalieri, che un cono ¢ equivalente a una piramide avente base equiva-
lente a quella del cono e stessa altezza. Ne discende il seguente teorema.

TEOREMA 30 | Volume di un cono

Se un cono ha raggio di base di misura r e altezza di misura A, allora il volume del
cono ¢ espresso dalla formula
1

Vcono = ?TWJ “h

5. Sfera
Poiché la sfera non ¢ sviluppabile sul piano, non ¢ possibile ricavare intuitivamente

la formula che fornisce 'area della superficie dalla sfera. Ricorrendo a metodi ricon-
ducibili all’analisi infinitesimale, si dimostra quanto segue.

TEOREMA 31 | Area della superficie della sfera

Larea della superficie di una sfera di raggio r ¢ 4nr2.

E possibile infine dimostrare il seguente teorema (vedi la scheda di approfondimento
a pagina successiva).

TEOREMA 32 | Volume della sfera

Il volume di una sfera di raggio r & %nr?

Aree e volumi di solidi simili

Si possono estendere nello spazio i concetti di omotetia e di similitudine (come tra-
sformazione ottenuta componendo una omotetia e una isometria); similmente a quanto
avviene nel piano, due figure solide nello spazio si dicono simili se si corrispondono in
una similitudine. Se due solidi sono simili, di rapporto di similitudine k, allora:

« il rapporto tra le aree delle superfici dei due solidi & k%
« il rapporto tra i volumi dei due solidi ¢ k°.

In particolare, se si seziona una piramide con un piano parallelo alla sua base, si ot-
tiene una piramide «pit piccola», simile a quella originaria; analogamente, se si se-
ziona un cono con un piano parallelo alla base si ottiene un cono simile (Fig. 67).

%

"4
éh
al
Figura 67 La piramide (il cono) di vertice V e altezza VO’ & simile alla piramide
(al cono) di vertice V e altezza VO.

a
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APPROFONDIMENTO Il calcolo del volume della sfera

La formula per il calcolo del volume della sfera si basa su un importante teorema di
equivalenza tra una sfera e la sua corrispondente anticlessidra, che ¢ cosi definita:

DEFINIZIONE | Anticlessidra

Data una sfera, consideriamo il cilindro (equilatero) circoscritto alla sfera e i
due coni che hanno le basi coincidenti con quelle del cilindro e vertice nel cen-
tro della sfera. Si chiama anticlessidra corrispondente alla sfera il solido costi-
tuito dalla differenza tra il cilindro e i due coni (Fig. 68).

"g____.

. T = ———_'_"‘\

. | » .

Figura 68 Dalla sfera alla sua anticlessidra.

TEOREMA 33 | Equivalenza tra sfera e anticlessidra
Con GeoGebra

Equivalenza tra
sfera e anticlessidra

v
k4

Una sfera e equivalente alla sua anticlessidra.

DIMOSTRAZIONE
Disponiamo una sfera e la sua corrispondente anticlessidra su un piano «, in DALLA STORIA

modo che stiano dalla stessa parte rispetto a esso, che la sfera sia tangente al Il calcolo della misura del
piano e la base dell’anticlessidra giaccia sul piano (Fig. 69). Vg'“Ameh‘_je”ad Sfe_'ia e d‘;"“to
Sezioniamo quindi la sfera e la sua corrispondente anticlessidra con un piano ac Arch mede, ' grancie
matematico greco che visse a
parallelo ad . Siracusa fra il 287 e
il 212 a.C.

Area sezione = mtr? - mh?

Area cerchio = mr?

a
Figura 69 Le sezioni della sfera e dell’anticlessidra sono equivalenti.

e 1° caso: il piano passa per il centro della sfera

In questo caso le sezioni del piano con la sfera e la sua anticlessidra sono due
cerchi il cui raggio misura r (colorati in viola in Fig. 69), entrambi di area nr* e
quindi equivalenti.

e 2° caso: il piano non passa per il centro della sfera

In questo caso:

- la sezione della sfera con il piano ¢ il cerchio in rosa in Fig. 69;

- la sezione dell’anticlessidra con il piano ¢ la corona circolare in rosa nella
stessa figura.

Indichiamo con / la distanza del piano secante da O (distanza uguale a quella

tra il piano secante e O’) e calcoliamo le aree di queste due sezioni.
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a. Applicando il teorema di Pitagora al triangolo rettangolo OAB, si ottiene che
il raggio del cerchio sezione con la sfera (AB in Fig. 69) misura \/r*>— h?,
quindi l'area del cerchio sezione misura:

n(Jr?—h* )= n(r’—h?)

b. Esaminiamo ora la corona circolare. La circonferenza di raggio maggiore che
la delimita ha raggio r; la circonferenza di raggio minore (A’B’ in Fig. 69) ha
raggio di misura h: infatti il triangolo O’HK ¢ rettangolo isoscele (poiché
OHK =90°¢ O’H = HK = r), quindi anche O’A’B’, simile a O’HK, deve essere
tale. Ne segue che I'area della corona circolare misura:

nr? —nh? =n(r? - h?)

e Conclusione

Ogni piano parallelo ad o che interseca la sfera interseca anche la sua anticles-
sidra e, per quanto mostrato sopra, le due sezioni del piano con la sfera e con la
sua anticlessidra sono sempre equivalenti, pertanto per il principio di Cavalieri
la sfera e l’anticlessidra sono equivalenti. Dal Teorema 33 possiamo facilmente
dedurre la formula che fornisce la misura del volume della sfera. Abbiamo:

‘/sfera = Vanticlessidra = Ycilindro — 2- ‘/cono =
1 2 4
= nr2~2r—2-€~nr2~r =2nr— gnr3= ?mﬁ

I Poliedri e poliedri regolari

In questo paragrafo introduciamo una famiglia di solidi, quella dei poliedri, che
comprende come casi particolari le piramidi e i prismi.

Poliedri e loro proprieta

DEFINIZIONE | Poliedro

Si chiama poliedro un solido delimitato da una superficie formata da un numero
finito di poligoni situati in piani diversi e disposti in modo che ciascun lato dei
poligoni sia comune a esattamente due di essi.

I poligoni che delimitano il poliedro si dicono facce del poliedro, i vertici e i lati dei
poligoni sono rispettivamente i vertici e gli spigoli del poliedro.

/o / >
Figura 71 \J_f-—f-"' v

I1 poliedro in Fig. 70 ¢ un esempio di poliedro convesso, mentre quello mostrato in
Fig. 71 ¢ un esempio di poliedro concavo. Nel proseguimento della nostra trattazione
ci riferiremo a poliedri convessi, che possono essere definiti come segue.

Figura 70

DEFINIZIONE | Poliedro convesso

Si chiama poliedro convesso un poliedro tale che, comunque si scelga una sua
faccia, ¢ interamente contenuto in uno dei due semispazi aventi come origine il
piano che contiene la faccia.
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MODI DI DIRE

Esempi
— liedri - l solid | i fi he h Il solido racchiuso dagli
| prismi sono poliedri convessi. II solido colorato in figura, che ha come spigoli rossi del cubo & detto
vertici i punti medi degli spigoli del cubo |  cupo (0 esaedro) troncato
rappresentato, € un poliedro convesso. perché pud essere ottenuto
troncando da un cubo le 8
— «cuspidi». Poiché un cubo ha
A 6 facce e 8 vertici, il cubo
/i troncato ha 14 facce.
Controesempi
I solido in figura € un poliedro ma non ¢ | Il solido in figura € un poliedro ma non &
convesso. convesso.
-\H\"\. .
\\._\\.\ : .\_\\\. =
.’ |
keamanans -
. |
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In tutti i poliedri convessi sussiste una particolare relazione tra il numero delle facce,
quello dei vertici e quello degli spigoli, espressa dalla cosiddetta relazione di Eulero,
che ci limitiamo a enunciare.

TEOREMA 34 | Relazione di Eulero

Siano F, S e V, rispettivamente, i numeri delle facce, degli spigoli e dei vertici di un
poliedro convesso. Allora vale la relazione:

F+V=8+2

La relazione precedente ci dice che la quantita F + V - S ¢ costante, uguale a 2, per
tutti i poliedri convessi: abbiamo quindi scoperto l'esistenza di un invariante per i
poliedri convessi (analogo per esempio alla somma delle ampiezze degli angoli, che
¢ un invariante per i triangoli).

E importante fare alcune osservazioni:

1. Larelazione di Eulero non vale in generale per poliedri non convessi: per esempio,
il poliedro presentato come ultimo controesempio nella tabella precedente ha 16
facce, 16 vertici e 32 spigoli, quindi:

F+ V=32 mentreS+2 =34

2. La condizione di convessita di un poliedro ¢ sufficiente, ma non necessaria, per
garantire la validita della relazione di Eulero: per esempio, il poliedro mostrato in
Fig. 71 non & convesso, tuttavia soddisfa la relazione di Eulero. Cio si puo intuire
osservando che il poliedro in Fig. 71 si pud immaginare ottenuto da quello in
Fig. 70 (convesso e quindi soddisfacente la relazione di Eulero) mediante una
«strozzatura» che evidentemente non cambia il numero di vertici, spigoli e facce.




ATTENZIONE!

| prismi regolari e le piramidi
regolari definiti nei
precedenti paragrafi non
sono regolari nel senso della
definizione sopra riportate.
Nell’'ambito della geometria
nello spazio l'aggettivo
«regolare» va quindi
interpretato con accezioni
diverse a seconda che sia
riferito a un prisma, a una
piramide o a un generico
poliedro.

Con GeoGebra
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Matematica
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| poliedri regolari
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Poliedri regolari

Introduciamo ora una particolare classe di poliedri, che é la corrispondente nello
spazio dei poligoni regolari definiti nel piano.

DEFINIZIONE | Poliedro regolare
Un poliedro si dice regolare quando ¢ convesso e inoltre:

a. tutte le facce sono poligoni regolari;
b. tutte le facce sono congruenti;
c. in ogni vertice concorrono lo stesso numero di facce.

Sappiamo che nel piano esistono infiniti poligoni regolari; nello spazio, invece, i po-
liedri regolari sono in numero finito. Precisamente, si puo dimostrare che esistono
solo 5 poliedri regolari, descritti in Tab. 1.

Tabella 1
Tipo di poliedro Figura Caratteristiche
regolare
Tetraedro 4 facce triangolari, 6 spigoli,
4 vertici, in ciascuno dei quali
concorrono 3 facce
Cubo 7 6 facce quadrate, 12 spigoli,
- - 8 vertici, in ciascuno dei quali
concorrono 3 facce
Ottaedro 8 facce triangolari, 12 spigoli,
6 vertici, in ciascuno dei quali
concorrono 4 facce
Dodecaedro 12 facce pentagonali, 30 spigoli,
20 vertici, in ciascuno dei quali
concorrono 3 facce
Icosaedro 20 facce triangolari, 30 spigoli,
12 vertici, in ciascuno dei quali
concorrono 5 facce
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Dalla tabella precedente emerge che il cubo e 'ottaedro hanno lo stesso numero di
spigoli, mentre hanno scambiati il numero delle facce e il numero dei vertici. Per
questo motivo i due poliedri sono detti «duali». Tale corrispondenza biunivoca trale
facce dell’'uno e i vertici dell’altro ¢ illustrata con chiarezza in Fig. 72a: congiungendo
i centri delle facce non opposte del cubo si ottiene un ottaedro (la dualita e «a doppio
senso»: unendo i centri delle facce dell’'ottaedro aventi uno spigolo in comune resta
individuato un cubo). Analogamente, I'icosaedro e il dodecaedro sono duali, come
puoi constatare rileggendo la tabella alla pagina precedente e osservando la Fig. 72b.
Quanto al tetraedro, avendo lo stesso numero di facce e di vertici, esso & un poliedro
«autoduale»: unendo i centri delle sue quattro facce resta individuato un altro tetrae-
dro (Fig. 72¢).

a

Figura 72

PER SAPERNE DI PIU Icosaedro troncato e... palloni da calcio

Tra i poliedri che, pur non essendo regolari, godono comunque di interessanti pro-
prieta di simmetria, probabilmente il pitt familiare ¢ I'icosaedro troncato. Esso ¢ otte-
nuto da un icosaedro regolare troncando le 12 cuspidi (Fig. 73a). Esso ha quindi 32
facce: 12 pentagoni regolari (tanti quanti i vertici dell’icosaedro originario) e 20 esa-
goni regolari (tanti quante le facce dell’icosaedro originario). Il numero degli spigoli si
calcola facilmente: (20 X 6 + 12) : 2 =90 (ogni spigolo ¢ comune a due facce, di qui di-
visione per due). In forza della relazione di Eulero, il numero dei vertici dell’icosaedro
troncato € 90 + 2 — 32 = 60. La popolarita dell’icosaedro troncato dipende dal fatto che
esso ¢ il modello con cui si produce la maggior parte dei palloni da calcio, solitamente
colorando le facce pentagonali in nero e quelle esagonali in bianco (Fig. 73b). Se ben
gonfiati (Fig. 73c¢), i palloni cosi realizzati sono di forma approssimativamente sferica,
ideali quindi per il gioco.

icosaedro icosaedro troncato pallone da calcio
a b c

Figura 73 ) Esercizip-55
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rcorso delle idee

Figure nello spazio
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1. Introduzione alla geometria nello spazio
e parallelismo - \Teoriap. 2

Esercizi introduttivi
(o]
ﬁ Vero o falso?

a. per tre punti distinti dello spazio passa sempre uno e un solo piano, comunque siano scelti i tre punti
b. se due rette dello spazio sono complanari, allora sono parallele
c. se due rette dello spazio sono parallele, allora sono complanari
d. cosi come nel piano, due rette nello spazio possono presentare due sole posizioni reciproche: o sono

parallele o sono incidenti
e. se due rette nello spazio sono incidenti, allora sono complanari

[2 affermazioni vere e 3 false]

ﬁ Vero o falso?

a. due piani distinti possono avere in comune esattamente due punti
b. se due piani hanno in comune due punti distinti, ne hanno in comune infiniti altri
c. se A, B, Csono tre punti in comune ai due piani distinti a e B, allora A, B, C possono non essere allineati
d. se due piani distinti hanno un punto in comune, allora la loro intersezione & una retta
e. se due piani distinti o e  sono paralleli, 7 & una retta appartenente ad o ed s & una retta appartenente a

B, allora r ed s sono parallele

[2 affermazioni vere e 3 false]

®00
[EF Caccia allerrore. Secondo Nunzia, «due rette distinte nello spazio sono parallele se e solo se non hanno punti in

comune». Vito sostiene invece che «due piani distinti nello spazio sono paralleli se e solo se non hanno punti in comu-
ne». Chi sbaglia, e perché?

®00
P8 Da che cosa puo essere costituita I'intersezione di tre piani distinti?

Parallelismo nello spazio

Test
e00
Sia r una retta parallela al piano o; allora:

[A]r & parallela a una sola retta del piano o
r ¢ parallela a tutte le rette del piano o
r ¢ parallela a due sole rette del piano o
(D] r & parallela a infinite rette del piano o, ma non a tutte
Yot}
[N Tre rette r, s e t nello spazio sono tali che r & parallela a s ed s & secante a t; possiamo affermare che:
[Alr e t sono secanti
r e t sono complanari
r & parallela al piano che contiene se ¢
[D]il piano che contiene r ed s & parallelo al piano che contiene s e ¢

ﬁ Siano o e B due piani paralleli; quale delle seguenti affermazioni ¢ falsa?

[A] Tutte le rette contenute nel piano o sono parallele al piano

Tutti i piani paralleli ad o sono paralleli anche a

Se un piano y & secante sia o sia B, la retta intersezione di o e y & parallela alla retta intersezione di e y
[b] Comunque scelte una retta r contenuta in o e una retta s contenuta in B, le due rette r ed s sono parallele



1. Introduzione alla geometria nello spazio e parallelismo

[ Is]e]
[EN Nello spazio, quante sono le rette passanti per un assegnato punto P e parallele a una retta r?

Una sola
Almeno due, ma non infinite
Infinite

[D] Pud non esisterne alcuna

[ Is]e]
[N Nello spazio, quante sono le rette parallele a un dato piano o e passanti per un assegnato punto P, con P & o2

Una sola
Almeno due, ma non infinite
Infinite

[D] Pud non esisterne alcuna

[ Ie]e]
EIN Nello spazio, quanti sono i piani passanti per un assegnato punto P e paralleli a un dato piano o?

Uno solo

Infiniti, tutti paralleli tra loro
Infiniti, ma non tutti paralleli tra loro
[D] Puo non esisterne alcuno

[ le]e]
EEN Nello spazio, quanti sono i piani paralleli a una data retta r e passanti per un assegnato punto P con P & r?

Uno solo

Infiniti, tutti paralleli tra loro
Infiniti, ma non tutti paralleli tra loro
[D] Puo non esisterne alcuno

«Vedere» nello spazio

12 ]
Sia ABC un triangolo, appartenente a un piano o, e D un punto non appartenente ad o.. Indica con P il punto medio
del segmento BD, con Q il punto interno a CD tale che QD = %CD ~ '
e con R il punto interno ad AD tale che DR = %AD.

a. Le rette PQ e BC sono incidenti? Se si, il loro punto di interse-
zione appartiene al piano o?

b. Le rette PR e AB sono incidenti? Se si, il loro punto di interse-
zione appartiene al piano o?

c. Qual é l'intersezione del piano PQR con il piano o?

a. Le rette PQ e BC appartengono entrambe al piano passante per B, C e D. Inoltre la retta PQ non ¢ parallela a BC
perché ... , pertanto interseca la retta BC in un punto, diciamo S, che appartiene al piano o (dal momento che la
retta BC é contenuta in o).

b. Ragionando analogamente al caso precedente, puoi dedurre che la retta PR interseca la retta AB in un punto, di-
ciamo T, che appartiene ...

c. Il piano PQR e il piano o sono distinti (perché?); inoltre hanno in comune i punti Se. ... Dunque la loro inter-
sezione ¢ la retta .............

[ 1 ]e]
EER Considera su un piano o un parallelogramma ABCD. Sia E un punto non appartenente ad o. Indica con M il

punto medio di BE, con N il punto medio di EC, con P un punto interno al parallelogramma e con Q un punto interno
al lato AB. E
a. Qual ¢ la posizione reciproca delle rette QN e AB? '
b. Qual ¢ la posizione reciproca delle rette MP e AB?
c. Qual ¢ la posizione reciproca delle rette MN e AD?
d. Qual ¢ la posizione reciproca delle due rette EQ ed MN?

Giustifica adeguatamente tutte le risposte. %
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[ 1 le]
FI¥ Siano A, B e C tre punti non allineati. Indica con a il piano passante per A, B e C e considera un punto D non
appartenente al piano o. Sia P un punto interno al segmento AD e Q un punto interno al segmento BC. Qual ¢ I’inter-
sezione dei due piani AQD e BPC?
(Suggerimento: considera i punti P e Q e osserva che........... )

[ 1 le]
FEER Siano A, B e C tre punti non allineati, M il punto medio di AB ed N il punto medio di BC. Indica con o il piano

passante per A, B e C e considera un punto D non appartenente al piano o.
a. Qual é I'intersezione dei due piani DMN e DAB?
b. Qual é I'intersezione dei due piani DMN e ABC?

[ 16 JESERCIZIO SVOLTO!

Sia ABCD un trapezio, di basi AB e CD, appartenente al piano o.. Consideriamo un punto E non appartenente ad o.
Qual ¢ lintersezione dei due piani AEB e DEC?

* I due piani AEB e DEC sono secanti poiché hanno in comune il punto E.

o Laretta AB ¢ parallela al piano DEC poiché ¢ parallela alla retta DC; pertanto I’intersezione del piano ABE con il
piano DEC deve essere una retta parallela ad AB.

* Concludiamo allora che I'intersezione dei due piani AEB e DEC ¢ la retta passante per E e parallela alle basi del
trapezio.

[ 1 le]
FTA Sia ABCD un parallelogramma, giacente sul piano o.. Considera un punto E, non appartenente ad o.

a. Da che cosa ¢ costituita I'intersezione dei due piani ABE e CDE?
b. Da che cosa é costituita I'intersezione dei due piani ADE e BCE?

L 1 le]
FEI¥ Considera un parallelogramma ABCD. Siano o e B due piani passanti per un dato punto P non appartenente al

piano del parallelogramma, contenenti rispettivamente le rette AB e CD. Qual é 'intersezione dei due piani o e §?

2. Perpendicolarita nello spazio \Teoriap. 7

Esercizi introduttivi
[ ls]e)

ETN Vero o falso?
a. data una retta r e un punto P € r, esiste una sola retta passante per P e perpendicolare alla retta r lv]

b. data una retta r e un punto P ¢ r, esiste sempre una sola retta passante per P e perpendicolare alla rettar V] [F]
c. dato un piano o e una retta r non contenuta in o, esiste sempre un unico piano che contiene r ed &

perpendicolare ad o [v] [F]
d. dato un piano o e un punto P ¢ a, esiste un unico piano passante per P e perpendicolare al piano o (v] [F]
e. dato un piano o e un punto P € a, esiste un unico piano passante per P e perpendicolare al piano o (v] [F]

[2 affermazioni vere e 3 false]
[ Ie]e]
PIl Sia ABCD un rettangolo appartenente al piano o. Traccia la retta r, passante per A e perpendicolare ad o, e con-

sidera su di essa un punto P. Come risultano le rette PD e DC? Come risultano le rette PB e BC?

[ Ie]e]
AN Caccia all’errore. Monica sostiene che se a., B e y sono tre piani paralleli per cui la distanza tra B e y & due volte la

distanza tra o e f, allora la distanza tra o e y & tre volte la distanza tra o e B. Individua l'errore commesso da Monica e
correggilo.



2. Perpendicolarita nello spazio
@00
P71 Caccia allerrore. Daniele afferma, senza ulteriore specificazione, che due semipiani distinti aventi la stessa ori-
gine individuano due diedri, di cui uno convesso e I'altro concavo. Correggi I'errore di Daniele: che cosa ha mancato
di specificare?

Problemi .

[ 23 JESERCIZIO GUIDATO

Considera un quadrato ABCD, appartenente al piano a, il cui lato misura a. Traccia la retta r perpendicolare in A
al piano del quadrato e considera su tale perpendicolare il punto P tale che PA = 1 cm. Determina la distanza di P
da B, CeD.

» Osserva preliminarmente che:
- poiché la retta r ¢ perpendicolare in A al piano o, gli angoli PAB e PAD sono retti;
- per il teorema delle tre perpendicolari, 'angolo PDC é retto.

* Puoi allora applicare il teorema di Pitagora ai triangoli PAB, PAD e PDC, ottenendo cosi che:

Yele)
[PZ¥ Considera un triangolo ABC, rettangolo in C, tale che AB=5 cm e AC = 3 cm. Traccia la perpendicolare in A al

piano del triangolo e considera su tale perpendicolare un punto P tale che AP = 4 cm. Determina la distanza di P da B
edaC. [PB =41 cm; PC=5 cm]

[ le]e] ~
PE Considera un triangolo ABC, rettangolo in C, con ABC =30° e AB=6 cm. Traccia la perpendicolare in C al

piano del triangolo e considera su tale perpendicolare il punto P tale che PC =1 cm. Determina la distanza del punto
PdaAedaB. [PA =10 cm; PB =27 cm]

900
P23l Sia ABC un triangolo isoscele sulla base BC tale che AB= AC =5 cm e BC = 6 cm. Traccia la perpendicolare in

A al piano del triangolo e considera su tale perpendicolare un punto P tale che PA = AC. Determina la distanza di P

da B, da C e dal punto medio M di BC. [PB=PC=5V2cm; PM =41 cm)

[ Ie]e] J— S—

PX8 Sia ABCD un rettangolo con AB=6ae BC =3a. Traccia la perpendicolare in A al piano del rettangolo e conside-

ra su tale perpendicolare il punto P tale che AP = 4a. Determina la distanzadi Pda B,CeD. -
[PB=2413; PC =a\61; PD =54

[ le]e] ~ —_—

X1 Considera un triangolo ABC, rettangolo in C, con ABC = 30° e AB = 6a. Traccia la perpendicolare in A al piano

del triangolo e considera su tale perpendicolare il punto P tale che PA = a. Determina perimetro e area del triangolo

PBC. [a(-\-’lo +V37 +33); %az\.-ao}

[ Yele}

P} Sia ABCD un quadrato, di lato 2a, appartenente al piano o. Indica con M il punto medio del lato AD del quadra-

to. Sulla perpendicolare in M al piano del quadrato considera il punto P, tale che PM = 2a. Determina la distanza di P
da A, B,CeD. [PA=PD=a5; PB=PC =34

Yot} e _

£l Sia ABCD un rettangolo, appartenente al piano o, tale che AB= 4a e BC = 2a. Indica con M il punto medio del
lato AB. Sulla perpendicolare in M al piano del rettangolo, considera il punto P, tale che PM = 3a. Determina la di-
stanzadi Pda A, B, Ce D. [PA=PB=aJ13; PC=PD =aJ17|
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3. Proiezioni, distanze e angoli \Teoria p. 13

Esercizi introduttivi
[ le]e)

Il Vero o falso?
a. i segmenti ottenuti proiettando su un piano due segmenti non congruenti sono sempre non congruenti  [V][F]
b. nello spazio non ¢ possibile definire il concetto di «distanza» tra due rette se e solo se le due rette sono

parallele
c. l'angolo formato da una retta incidente un piano con il piano stesso ¢ I'angolo formato dalla retta con la
perpendicolare al piano passante per il punto di incidenza [v]
d. il luogo dei punti dello spazio che hanno una prefissata distanza da un dato piano ¢ costituito da due

piani paralleli (v] [F]

[1 affermazione vera e 3 false]

Problemi
32 JESERCIZIO GUIDATO

Una retta r interseca in A un piano o. Sia P un punto della retta distante 4 cm da A e 2 cm dal piano o. Determina
Pampiezza dell’angolo che la retta r forma con il piano o.

¢ Indicata con H la proiezione di P sul piano o, la retta AH ¢ la proiezione
della retta r sul piano stesso, quindi I’angolo che la retta r forma con il
piano o é l'angolo PAH.

[ Is]e]
Dato un quadrato ABCD, dilato 1 c¢m, indica con O il suo centro. Traccia la retta r, perpendicolare in C al piano

del quadrato. Determina la posizione di un punto P sulla retta in modo che il segmento PO formi con il piano del

quadrato un angolo di 30°. { pc= N6 Cm}
[ Ie]e] 1

[EIN Una retta r interseca un piano n nel punto O e forma con il piano stesso un angolo o tale che cos o = 3 Consi-
dera sulla retta r un punto P tale che PO = 6 cm. Qual ¢ la distanza del punto P dal piano n? [4v2cm]
[ Ie]e]

[EEll Una retta r interseca il piano o nel punto O. Un punto P, sulla retta r, & tale che OP =3 cm e PH =1 cm, essendo
H la proiezione di P sul piano o. Determina 'ampiezza in gradi dell’angolo formato dalla retta r con il piano o, arro-

tondando il risultato a meno di un grado. [19°]

4. Prismi, parallelepipedi e piramidi \Teoria p. 15

Esercizi introduttivi

[ Ie]e] [ le]e]

EM Vero o falso? EIN Caccia allerrore. Le tre definizioni che seguono
a. un prisma avente come base un triangolo sono tutte inesatte, nel senso che non corrispondono a
ha 6 vertici e 9 spigoli quelle date nella parte di teoria. Correggile.

b. una piramide & un particolare prisma [v] a. Una piramide si dice retta se la base & un poligono
c. un parallelepipedo ¢ un particolare prisma (F] inscrivibile in una circonferenza e il centro di tale cir-
d. se un parallelepipedo ha come basi due conferenza coincide con il piede dell’altezza della pi-
rettangoli, allora il parallelepipedo si dice ramide.

rettangolo (v] b. Una piramide si dice regolare se la base & un poli-
e. ogni parallelepipedo retto ha come basi dei gono regolare.

rettangoli (V] ¢. Un prisma si dice retto quando gli angoli del poli-

[2 sole affermazioni vere] gono di base sono retti.



4. Prismi, parallelepipedi e piramidi

38 Spiega perché:
a. una piramide avente come base un triangolo equilatero pud non essere regolare;
b. una piramide retta a base triangolare pud non essere regolare;
¢. per una generica piramide non si puo definire il concetto di apotema.

800
Una piramide avente come base un rombo e il cui vertice appartiene alla perpendicolare al piano della base pas-

sante per il punto di intersezione delle diagonali del rombo & necessariamente retta? E regolare?
[ Ie]e]
[Tl Una piramide avente come base un triangolo equilatero e il cui vertice appartiene alla perpendicolare al piano
della base passante per il baricentro del triangolo ¢ necessariamente retta? E regolare?
[ Ie]e]
/il Una piramide avente come base un trapezio isoscele e il cui vertice appartiene alla perpendicolare al piano della
base passante per il punto di intersezione delle diagonali del trapezio & necessariamente retta? E regolare?
[ Is]e]
LA Una piramide avente come base un rettangolo e il cui vertice appartiene alla perpendicolare al piano della base
passante per il punto di intersezione delle diagonali del rettangolo & retta? E regolare?
[ Ie]e]

Una piramide avente come base un quadrato e il cui vertice appartiene alla perpendicolare al piano della base
passante per uno dei vertici del quadrato & retta? E regolare?

«Vedere» nello spazio

800 @00

T3 Vero o falso? IEl Fairiferimento alla piramide in figura. La base della
Fai riferimento al cubo in figura. piramide ¢ un parallelogramma di centro O. M ed N sono
H G i punti medi degli spigoli AV e BV.
EL £
. O
D\ 1
C
A B

a. le rette AB ed EC sono incidenti

b. le rette EC e BH sono complanari

c. le rette BD ed FH sono complanari a. Qualélintersezione del piano ABV e del piano ADV?

d. le rette AH e BG sono sghembe b. Qual ¢ I'intersezione del piano AVC e del piano BVD?

e. le rette AG e BH sono secanti c. Le due rette CM e VO sono sghembe o complanari?

f. ipiani ABE ed EFB sono coincidenti Sono incidenti? Nel caso siano incidenti, qual & il loro

g. la retta DH ¢é contenuta nel piano ADE punto di intersezione?

h. la retta AH ¢& parallela al piano BFC d. Qual ¢ la posizione reciproca delle rette MN e CD?

i. laretta DE & secante rispetto al piano ABG e. Qual é I'intersezione dei piani ABV e CDM?

[7 affermazioni vere e 2 false] f. Laretta MN é parallela al piano VDC?

Problemi
[ Ie]e]
T Qual ¢ la lunghezza delle diagonali di un parallelepipedo rettangolo avente come base un quadrato il cui lato &
lungo 4 cm e la cui altezza ¢ 2 cm? [6 cm]
®00 -
147 BF) diagonale di un cubo misura 6 cm. Qual ¢ la misura dello spigolo del cubo? [2\-"3 cm]
[ Is]e]
'T] Larea della base di un cubo é 12 cm?. Qual ¢ la misura della diagonale del cubo? [6 cm]
[ Ie]e]
T} Un parallelepipedo rettangolo ha come base un quadrato di area 64 cm? e altezza lunga 4 cm. Qual & la misura
della diagonale del parallelepipedo? [12 cm]
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[ Is]e]
5] Gli spigoli di base di un parallelepipedo rettangolo sono uno doppio dell’altro e I’altezza del parallelepipedo mi-
sura 5 cm. Sapendo che la diagonale del parallelepipedo € lunga 10 cm, determina ’area della base del parallelepipedo.
[30 cm?]

[ Is]e]
In una piramide regolare a base quadrata, lo spigolo di base misura 10 cm e I'apotema misura 10 cm. Qual ¢ la

misura dell’altezza della piramide? [543 cm]

e00
In una piramide regolare a base quadrata ’altezza misura 8 cm e lo spigolo di base misura 12 cm. Qual é la mi-

sura dell’apotema della piramide? [10 cm]

00
In una piramide regolare a base quadrata gli spigoli laterali misurano 4 cm e lo spigolo di base misura 2 cm. Qual

¢ la misura dell’altezza della piramide? [\ﬁ cm]

Yole)
LY In una piramide regolare a base quadrata I'altezza misura 8 cm e I'apotema misura 10 cm. Qual ¢ la misura degli

spigoli laterali? [2 V34 cm]

| 55 JESERCIZIO GUIDATO

Determina quanti lati deve avere il poligono di base di un prisma, affinché il numero delle

diagonali del prisma sia uguale al numero dei suoi spigoli.

¢ Indica con 7 il numero dei lati del poligono di base di un prisma ed esprimi anzitutto in
funzione di n il numero degli spigoli e delle diagonali del prisma stesso.

¢ Il prisma ha 2n spigoli di base ed n spigoli laterali, quindi il numero complessivo di spigoli
¢ ...... Ogni diagonale ¢ univocamente individuata dalla scelta dei suoi due estremi: I'estre-
mo sulla base inferiore del prisma puo essere scelto in # modi e, una volta scelto I'estremo
sulla base inferiore, I'estremo sulla base superiore puo essere scelto in (n — 3) modi, dun-
que le diagonali sono complessivamente .....

A
* Concludi la risoluzione del problema risolvendo I’equazione ottenuta uguagliando il nu-

mero delle diagonali e il numero degli spigoli trovati al punto precedente.

[ le]e]
3 Determina quanti lati deve avere il poligono di

base di un prisma, in modo che la somma tra il numero
dei vertici e il numero degli spigoli superi di 18 il nume-
ro delle facce. [n=5]
Yot}
578 Determina quanti lati deve avere il poligono di base
di una piramide, in modo che il doppio del numero dei
suoi spigoli sia uguale al triplo del numero delle facce. [3]
000

Determina quanti lati deve avere il poligono di base
di una piramide, in modo che la somma tra il numero
dei vertici e il numero degli spigoli sia uguale a 100. [33]

5. Solidi di rotazione
Esercizi introduttivi

In rosso le diagonali
del prisma uscenti da A

[n=06]

[ Ie]e]
) Verifica che non esiste alcuna piramide tale per cui

la somma tra il numero dei vertici, il numero degli spi-
goli e il numero delle facce sia 100.
[ 1 le]
[1] Determina quanti lati deve avere il poligono di
base di un prisma, in modo che il numero delle diagona-
li sia uguale alla somma tra il numero dei vertici e il nu-
mero degli spigoli. [n=8]
[ 1 Ie]

Determina quanti lati deve avere il poligono di
base di un prisma, in modo che il numero delle diagona-
li sia il quadruplo del numero delle facce. [n=28]

Teoria p. 20

eco
Vero o falso?
a. un cono equilatero ¢ un cono in cui l’'altezza & congruente al raggio di base (F]
b. il solido ottenuto dalla rotazione di un quadrato intorno a uno qualunque dei suoi lati ¢ un cilindro equilatero [V
¢. se un piano é tangente a un cilindro, la sua intersezione con il cilindro stesso ¢ costituita da un unico punto  [V][F]
d. se un piano ¢ tangente a una sfera, la sua intersezione con la sfera ¢ costituita da un unico punto
e. ruotando un triangolo rettangolo intorno a uno qualunque dei suoi lati si ottiene un cono [v]
f. ruotando un rettangolo intorno a uno qualunque dei suoi lati si ottiene un cilindro [F]

[4 affermazioni false e 2 vere]
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6. Aree di superfici e volumi

[ Is]e]
[E] Descrivi il solido che si ottiene ruotando di un giro completo un triangolo rettangolo intorno:

a. a uno dei due cateti;
b. all’ipotenusa.
[e]

ﬁ] Descrivi il solido che si ottiene ruotando di un giro completo un trapezio rettangolo intorno:
a. all’altezza del trapezio; c. alla base minore;
b. alla base maggiore; d. al lato obliquo.
@00
(53] Descrivi il solido che si ottiene ruotando di un giro completo un trapezio isoscele intorno:
a. alla base maggiore; c. auno dei due lati obliqui;
b. alla base minore; d. all’asse delle basi.

900

[ e T ey Stefania afferma che un cilindro & equilatero se I'altezza ¢ congruente al diame-
tro di base. Angela sostiene che un cono ¢ equilatero se l'altezza ¢ congruente al diametro di base. Stabilisci se hanno
ragione e spiega perché.

Problemi

@00

7] Determina la misura dell’apotema di un cono di raggio 1 cm, avente I’altezza congruente al diametro della base.
[/5cm]

[ le]e]

In un cono I’area del cerchio di base ¢ 36m cm? e 'apotema ¢ il doppio dell’altezza. Determina la lunghezza del-
laltezza e dell’apotema del cono. [Altezza =243 cm; apotema = 4+/3 cm]
[ Is]e]

In un cono I'apotema misura 10 cm e I'area del cerchio di base & 251 cm?®. Qual é la misura dell’altezza del cono?
[543 cm]

@
O
O

Videolezione In un cono l'altezza misura 8 cm e 'apotema misura 10 cm. Qual & I'area del cerchio di base?
[36m cm?]

®
o]
e}

Larea del cerchio di base di un cilindro equilatero & 16m cm?. Qual ¢ la misura dell’altezza del cilindro?  [8 cm]

@
9]
0]

[Z71 Un cilindro equilatero ha altezza 12 cm. Qual é ’area del cerchio di base? [36m cm?]
[ Is]e] .
[FA] Inun cono equilatero I'apotema ¢ 10 cm. Qual ¢ la misura dell’altezza del cono? [5 J3 cm]
@00 .
[EZN In un cono equilatero laltezza & 6 cm. Qual & la misura dell’apotema? [44/3 cm]
[ Ie]e]
il Videolezione In un cono I'apotema & % dell’altezza e il raggio & 10 cm. Qual & la lunghezza dell’altezza?
[4 V5 cm]

[ Ie]e]

La sezione di un cilindro di raggio 4 cm con un piano passante per I’asse del cilindro ¢ un rettangolo avente area
100 cm?. Qual ¢ la lunghezza dell’altezza del cilindro? (12,5 cm]
6. Aree di superfici e volumi \Teoria p. 23

Esercizi introduttivi

00
[FZ2 Vero o falso?

a. se due prismi retti hanno la stessa altezza e lo stesso perimetro di base, allora I’area della superficie

laterale dei due prismi é la stessa
b. se due prismi retti hanno la stessa altezza e lo stesso perimetro di base, allora I'area della superficie

totale dei due prismi ¢ la stessa
c. se due prismi hanno la stessa altezza e aree di base equivalenti, allora hanno lo stesso volume
d. raddoppiando lo spigolo di un cubo, raddoppia anche la sua diagonale
e. raddoppiando lo spigolo di un cubo, raddoppia anche la sua superficie totale
f. raddoppiando lo spigolo di un cubo, raddoppia anche il suo volume

[3 affermazioni vere e 3 false]
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Rette e piani, misure di superfici e volumi

@00

73 Vero o falso?
a. il rapporto tra i volumi di due piramidi aventi la stessa altezza ¢ uguale al rapporto tra le aree delle

rispettive basi
b. per qualsiasi piramide, I’area della superficie laterale ha misura uguale al prodotto del semiperimetro

della base per la misura dell’apotema
c. una piramide avente come vertice il centro di una faccia di un cubo e come base la faccia opposta ha

volume uguale a % del volume del cubo

d. se il volume di una piramide misura V e l’area della base misura A, allora I’altezza relativa alla base

misura %/-

[2 affermazioni vere e 2 false]

’.Tg?)t [ Is]e]
] Un cubo ha spigolo di misura 1 cm. Considera il cubo TN Un parallelepipedo rettangolo ha superficie latera-
avente diagonale tripla di quella del cubo precedente. Il le di area 72 cm? e base quadrata di area 9 cm®. Qual ¢ la
volume di quest’ultimo rispetto al volume del cubo origi- lunghezza dell’altezza del parallelepipedo?
nario &: 2 cm

il doppio 3 cm

il triplo 6 cm

il quadruplo [0]9 cm

[D] nessuna delle precedenti risposte ¢ esatta

e00
[l Un parallelepipedo rettangolo ha base quadrata, il cui lato misura 2 cm; la diagonale del parallelepipedo misura

J17 c¢m. Qual & il volume del parallelepipedo?
[A]2 cm (B]3cm [cl4cm [D/5cm

900
Un prisma retto ha altezza lunga 10 cm e come base un triangolo rettangolo i cui cateti sono lunghi 3 cm e 4 cm.

Qual é I'area della superficie totale del prima?
120 cm® 124 cm® 132 cm? (D] 144 cm?

[ Ie]e]
Un prisma regolare di base triangolare ha altezza doppia dello spigolo di base, che misura 1 cm. Qual ¢ il volume

del prisma?
%v’? cm’ 711-\/? cm’ —é—ﬁ cm?® D] %J? cm?®

[ Ie]e]
Due piramidi regolari a basi quadrate sono tali che una ha altezza e spigolo di base doppi dell’altra. Allora il

volume della piramide di maggiore altezza, rispetto al volume dell’altra piramide, é:
il doppio il quadruplo il triplo (D] nessuno dei precedenti

[ le]e]
Una piramide ha come base un triangolo rettangolo isoscele i cui cateti misurano 1 cm e altezza di misura 6 cm.
Qual ¢ il volume della piramide?

[Al1cm? [B]2 cm? [c]3 cm? [Dl4 cm?

[ Ie]e]
Due piramidi hanno basi equivalenti e altezze congruenti. Allora i volumi delle due piramidi:

sono certamente uguali

sono uguali se e solo se le due piramidi sono regolari

sono uguali se e solo se le due piramidi sono rette

[D] potrebbero non essere uguali, anche se le due piramidi fossero rette o regolari

Yot}
74 Una piramide regolare ha come base un quadrato dilato 6 cm e altezza lunga 4 cm. Qual e 'area della superficie
laterale?

20 cm? 30 cm? 40 cm? [D] 60 cm?



&)
had

@00

6. Aree di superfici e volumi

In una piramide regolare di base esagonale lo spigolo di base misura 1 cm e I'apotema & congruente allo spigolo

di base. Qual ¢& il volume delle piramide?

% cm’® %ﬁ cm? %\/gcm3

[D] Non si puo stabilirlo senza ulteriori informazioni

Test

900
EIN Qualéil raggio di base di un cono equilatero la cui
superficie laterale ha area 18mcm? ?

[All cm [C]3 cm
[B]2 cm [D]4 cm

[ le]e]
Tl Qual é il volume di un cilindro inscritto in un
cubo il cui spigolo misura 2 cm?

nem’ 4w cm?
21 cm’? D] 6n cm?®
900

[EiF Qual ¢ l'area della superficie laterale di un cono
equilatero il cui raggio di base misura r?

nr? 2mr?
a2 D] nr3/5
[ le]e]

E72 Qual ¢ il volume di un cono il cui raggio di base
misura r e la cui altezza ¢ congruente al diametro di base?

900
T8 Una sfera ha raggio 1 cm. Qual & I’area della super-
ficie della sfera?

21 cm?
47 cm?

67 cm?
[D] 8% cm?

800
FE Qual ¢ il raggio di una sfera la cui superficie ha
area 400m cm??

10 cm 40 cm
20 cm [D]80 cm
[ lele)

T3 Se il raggio di una sfera raddoppia, allora I’area
della sua superficie:
[A]raddoppia
quadruplica
diventa otto volte I'area della superficie della sfera
originaria
[D]diventa sedici volte l'area della superficie della

sfera originaria

%mﬁ nr’ @00
N 4 I8 Seil raggio di una sfera raddoppia, allora il suo vo-
?nr3 (D] ?nﬁ lume:
Yot} raddoppia
[CE] Qual é laltezza di un cilindro avente superficie quadruplica

totale di area 20m cm? e raggio di base di misura 2 cm?

[Al1cm [B]2 cm [c]3cm [D]4 cm

diventa otto volte il volume della sfera originaria
[D]diventa sedici volte il volume della sfera originaria

v

Problemi sui parallelepipedi

[ Is]e]
EIF Un cubo ha area della superficie totale uguale a 96 cm?. Determina il volume del cubo.

[ Is]e]
EIX In un parallelepipedo rettangolo il rettangolo di base ha lati lunghi 8 cm e 4 cm e I’altezza del parallelepipedo &

lunga 4 cm. Determina:
a. lalunghezza delle diagonali del parallelepipedo;
b. l'area della sua superficie totale;

c. il suo volume.

[ Ie]e]
fI7] Un cubo ha diagonale lunga 6v/3 cm. Determina l'area della superficie totale di un parallelepipedo rettangolo

avente lo stesso volume del cubo, sapendo che la base del parallelepipedo ha diagonali lunghe 10 cm e un lato lungo
6cm. [222 cm?]

[ Is]e]
[TH! Inun parallelepipedo retto a base quadrata, la cui altezza ¢ il triplo dello spigolo di base, le diagonali sono lunghe

3411 cm. Determina l’area della superficie totale e il volume del parallelepipedo. [126 cm?; 81 cm’]

Yot}
[IF1 Un parallelepipedo retto a base quadrata ha area della superficie totale uguale al quadruplo dell’area della super-

ficie laterale. Inoltre il volume del parallelepipedo ¢ 288 cm’. Determina la misura della diagonale del parallelepipedo.

[64 cm?]

[a. 46 cm; b. 160cm?; c. 128 cm3]

[2 V73 cm]
[ 1 Ie]
f[E] Videolezione Un cubo ha diagonale di misura 3av/2. Determina il volume del parallelepipedo avente come
base un quadrato di lato a, e la cui superficie totale é equivalente alla superficie totale del cubo. [i a}}
2
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[104J ESERCIZIO SVOLTO

In un recipiente a forma di parallelepipedo rettangolo, in cui i lati di base = -
sono lunghi 6 cm e 10 cm, 'acqua in esso contenuta raggiunge il livello di

5 cm. Si immerge nell’acqua un cubo di spigolo 3 cm. Quando il cubo &
completamente immerso nell’acqua, qual é l'altezza dell’acqua del reci- }
piente?

— 5cm

 Calcoliamo inizialmente di quanto sale il livello dell’acqua per effetto =
dell’immersione del cubo. Questo problema equivale a stabilire l’altezza 1 L--/6/cm
h del parallelepipedo rettangolo che ha la base congruente a quella del R
recipiente e che risulta equivalente al cubo di spigolo 3 cm. Poiché il i |
volume V del cubo ¢ 3’ cm® =27 cm®, mentre I'area A della base del re-
cipiente & 10 - 6 cm?= 60 cm?, l'altezza h che cerchiamo si ricava dal

rapporto: i
V 27cm® 9
h:—:_:— :0)45 3 cm
A 60cm? 200 cm ?

> . .+ _° b . 3
o Sommando questa lunghezza all’altezza iniziale dell’acqua, otteniamo £

l'altezza finale dell’acqua, cioe ’altezza dopo I'immersione del cubo: ' 3em 1 6cm
10
5 cm + 0,45 cm = 5,45 cm o

[ le]e]
Un recipiente ha la forma di un parallelepipedo rettangolo, in cui i lati di base sono lunghi 8 cm e 9 cm e in cui

’altezza ¢ lunga 11 cm. Nel recipiente ¢ contenuta dell’acqua, che raggiunge unaltezza di 7 cm. Si inserisce nel reci-
piente un cubo pesante di spigolo 6 cm. Quando il cubo ¢ completamente immerso, qual ¢ 'altezza dell’acqua nel
recipiente? L'acqua fuoriesce dal recipiente? [10 cm; no]

[ 1 le]

106 Oro falso. Barbara vuole stabilire se un oggetto, apparentemente d’oro, lo sia effettivamente.
Inizialmente pesal'oggetto e verifica che ha una massa di 2624 g. Poi lo inserisce in un contenitore graduato contenen-
te acqua, a forma di parallelepipedo rettangolo, avente come base un quadrato di 10 cm di lato. Prima di inserire
l'oggetto 'acqua nel contenitore raggiungeva un’altezza di 42 cm; dopo avere inserito I'oggetto il livello dell’acqua
raggiunge un’altezza di 43,5 cm. A questo punto Barbara, ricordando che la densita dell’oro ¢ di 19,3 g/cm3, afferma
che l'oggetto non ¢ d’oro. Verifica che Barbara ha ragione.

Problemi sui prismi
107 | ESERCIZIO SVOLTO

Il lato della base di un prisma regolare esagonale misura a. Sapendo
che il volume V del prisma & 6a° v/ 3, determiniamo I’area della super-
ficie totale del prisma.

¢ Determiniamo anzitutto 'area A della base del prisma. Trattandosi
di un esagono regolare, I'area ¢ data dal semiperimetro dell’esagono

apotema
per I'apotema dell’esagono stesso, quindi: dell’esagono

_6a a7z _3 >,
A—2 2J_—2a\/§

» Conoscendo l'area della base del prisma e il volume del prisma, pos-
siamo ricavarne laltezza h:

3 a
h:.K:MZAIQ

A 3pp

 La superficie totale S del prisma si ottiene sommando quella laterale, S;, al doppio di quella di base, S

S=8+28, =6a-4a+2%a2\f_=24a2+3\/§a2 =3(8++3)a?



[ Is]e]
Un prisma ha come base un triangolo rettangolo i

cui cateti misurano 5 cm e 10 cm. Laltezza del prisma ¢é
5 cm. Qual ¢ il volume del prisma? [125 cm?]

[ Ie]e]
Un prisma retto ha come base un rombo le cui dia-

gonali misurano 8 cm e 6 cm. Laltezza del prisma ha la
stessa lunghezza della diagonale maggiore del rombo.
Determina il volume del prisma e ’area della sua super-
ficie totale. [192 cm?®; 208 cm?]

@00
Un prisma retto ha come base un trapezio rettangolo

in cuila base maggiore misura 10 cm, la base minore misu-
ra 5 cm e l'altezza e congruente alla base minore. Laltezza
del prisma & 10 cm. Determina il volume del prisma e 'area
della superficie totale. [3 75 cm?; (2 7545042 ) csz

_6cm
900
EEE 11 prisma rappresentato in fi-
gura ha volume uguale a 192 cm®. ;
Determina l’altezza del prisma. :
[8 cm]
10 cm

®00
[EF] Un prima regolare ha altezza congruente allo spi-

golo di base. Sapendo che quest’ultimo misura 1 cm, cal-
cola I’area della superficie totale e il volume del prisma.

(i+3) cm?; 33, cm?
2 , 4
[ Yole]

EEE] Un prisma retto ha come base un triangolo equila-
tero. Laltezza del prisma & % del lato del triangolo di

base. Sapendo che il volume del prisma ¢ 72v/3 cm?, de-
termina l’area della superficie totale del prisma.

6. Aree di superfici e volumi
[ le]e]
[FZ] Considera un prisma esagonale regolare, in cui
laltezza ¢ il doppio del lato dell’esagono di base. Sapen-
do che il volume del prisma ¢ 2443 cm?, determina l’a-
rea della superficie totale. [12(4 +43 ) csz

900
Un prisma regolare a base esagonale, in cui tutte le

facce laterali sono quadrati, ha area della superficie late-
rale uguale a 96 cm?. Qual ¢ il volume del prisma?

[9613 cm?]
[ le]e]

Un prisma retto ha come base un triangolo ABC,
isoscele sulla base AB, tale che ACB =120°. Laltezza del
prisma e il doppio dei lati obliqui del triangolo ABC.
Sapendo che il volume del prisma & 413 cm?, determina
’area della superficie totale del prisma.

[(16+1043) cm?]
@00

Un prisma regolare ha come base un esagono rego-
lare il cui perimetro & 12 cm. Il volume del prisma ¢
483 cm®. Determina larea della superficie totale del
prisma. [12 (8+4/3) csz
@00

Un prisma retto ha come base un triangolo rettan-
golo isoscele. Laltezza del prisma é congruente all’ipote-
nusa del triangolo di base. Larea della superficie totale
del prisma & (75 + 5012 )a%. Determina il volume del pri-
sma. 125V2 4

{ 2 }
[ 1 le]

Un prisma retto ha come base un triangolo rettan-
golo di area 94, la cui ipotenusa misura 3ay/5 . Il volume
del prisma & 54a°. Calcola I’area della superficie laterale

[(144+183) cm?|  del prisma. [18a2(3+5)]

Problemi sulla piramide
120 JESERCIZIO SVOLTO b
Calcoliamo il volume del tetraedro regolare il cui spigolo misura I. .‘\\
- . | \\\
o Il tetraedro regolare non ¢ altro che una piramide regolare, a base triangolare di /o N

lato /, il cui spigolo laterale misura anch’esso I. Per calcolarne il volume occorre L :

ricavare sia I'area A della base sia l’altezza h. B = / \
* Larea della base e I’area di un triangolo equilatero di lato /, dunque risulta: . =

2 2 4 C

* Per determinare l'altezza DH del tetraedro, applichiamo il teorema di Pitagora al triangolo rettangolo DHA in fi-
gura. Poiché la piramide ¢ regolare, H ¢ il centro della circonferenza inscritta nel triangolo ABC, cio¢ il baricentro

del triangolo ABC: dunque AH = —m

Jzz zf F_Z\F

¢ Possiamo ora calcolare il volume V del tetraedro:

V:L-A~h:% \/_l( ‘FP

3 2

3

2 l\/__l\/_

Laltezza h del tetraedro ¢ quindi:
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[ Is]e]
Determina il volume e I’area della superficie totale

della piramide regolare a base quadrata rappresentata in

figura.
A1
/W \
y \
Y
/ b 3cm
4 N
y
Lo J N\
3__6;{7_““' — 3 cm
[9 cm’; 9(1 + \-"5) c1n2]

@00

[F#] Una piramide ha come base un rettangolo ABCD,
di centro O, i cui lati misurano 6 cm e 8 cm. Il vertice V
della piramide appartiene alla perpendicolare condotta
da O al piano che contiene la base della piramide. Lal-
tezza della piramide misura 4 cm. Determina il volume
e 'area della superficie totale della piramide.

[64 cm’; (88 + 24\,:'7) cmz]

800
Una piramide regolare ha come base un quadrato

di lato 8 cm. Sapendo che 'apotema della piramide ¢é
5cm, determina I’area della superficie totale e il volume
della piramide. [144 cm?; 64 cm?]

00
[P La piramide in figura ha altezza lunga 12 cm e ha

come base un trapezio isoscele le cui basi sono lunghe
rispettivamente 15 cm e 7 cm. Sapendo che il volume
della piramide & 220 cm?, determina l’altezza del trape-

zio. \
//T‘\
;_/’ I."I \‘. \\\
// I,-" \ 12 cm
y. { II'\ \\

.'III “‘ \\
A | P 4Emn
i / \
| == \/
: 7 cm

15 cm [5 cm]

[ Ie]e]

[PE Lapotema di una piramide regolare a base quadrata é lungo 13 cm, mentre l’altezza ¢ lunga 12 cm. Determina

l'area della superficie totale e il volume della piramide.

900

[360 cm?; 400 cm?]

Determina il volume di una piramide triangolare regolare, sapendo che lo spigolo di base misura 6a+/3 e che

l’area della superficie laterale della piramide & 45a%\/3.

[ Yelo)
Una piramide triangolare regolare & tale che:

a. gli spigoli laterali misurano 54;
b. la base ha perimetro 18a.

Determina l’area della superficie totale e il volume della piramide.

Yete)
della piramide.

[ Ie]e]

[36a°/3 ]

[9a2(4+/3); 3a°39 |

Una piramide esagonale regolare ha base di area %azﬁ e superficie laterale di area 8a*. Determina il volume

[%cﬁ J47 }

Una piramide retta ha come base un rombo ABCD e vertice E. La diagonale BD del rombo ¢& % della diagonale

AC. Laltezza della piramide & % della diagonale BD. Sapendo che il volume della piramide ¢ 14,4 cm?, determina

l'area della superficie totale della piramide.

[ 1 le]

[54 cm?]

In una piramide triangolare regolare, di altezza 2 cm, il rapporto tra’area di una faccia laterale e I'area della base

e %Jg . Determina il volume della piramide.

[ 1 le]

[24\;"5 cmﬂ

FEIl Una piramide ha come base un triangolo ABC, isoscele sulla base AB, in cui AB=12ae AC = BC =10a. Il verti-
ce D della piramide appartiene alla perpendicolare in C al piano della base e lo spigolo CD ¢ congruente all’altezza
relativa alla base del triangolo ABC. Determina il volume e I’area della superficie totale della piramide.

[ 1 le]

[128a% (128 +4842)a? ]

FEF] Considera un rettangolo ABCD, in cui AB=4aeBC= 6a. Sia M il punto medio di AD. Sulla perpendicolare in
M al piano del rettangolo ABCD indica con E un punto tale che EM = 4a. Determina il volume e ’area della superficie
totale della piramide che ha come base il rettangolo ABCD e come vertice il punto E.

[ 1 le]

[32a% 4(14+372)a?]

[EE] In una piramide quadrangolare tutte le facce laterali sono triangoli equilateri di lato a.

a. Dimostra che la piramide ¢ regolare.

b. Determina il volume e I’area della superficie totale della piramide.




6. Aree di superfici e volumi
[ 1 le]
Una piramide retta ha per base un trapezio isoscele ABCD di base maggiore AB=8 cm e base minore CD =2 cm.
Laltezza della piramide & lunga 1,5 cm. Determina il volume e I'area della superficie totale della piramide.
[10 cm?; 45 cm?]

[ 1 le]

135 La piramide del Louvre e quella di Cheope. La piramide del Louvre & una piramide regola-
re, a base quadrata. Lo spigolo di base misura circa 35,42 m e lo spigolo laterale misura circa 33,10 m. La superficie
laterale ¢ formata da rombi e triangoli equilateri realizzati in vetro.
a. Qual ¢ il volume della piramide del Louvre? E quale I'area della sua superficie in vetro?
b. Determina I'angolo che una faccia laterale della piramide forma con il suolo.
c. La piramide del Louvre si puo considerare con buona approssimazione simile alla piramide di Cheope in Egitto,
la cui altezza & circa 146 m. Sulla base di questa ipotesi, determina a quale percentuale del volume della piramide di
Cheope corrisponde il volume della piramide del Louvre.

[a. Circa 9050 m?, circa 1981 m?; b. circa 50,7 c. circa 0,3%)]

Problemi sul cilindro ©

800
FEI] Un cilindro ha raggio di base di 4 cm e altezza di 10 cm. Determina il volume e I'area della superficie totale del
cilindro. [1607 cm?, 1127 cm?]
[ le]e]
[EZ! Un cilindro ha come base un cerchio di area 36m cm?. Laltezza del cilindro ¢ il doppio del raggio di base. Deter-
mina il volume e I’area della superficie totale del cilindro. [432n cm?®, 2167 cm?]
[ Yele)
[ET] Un cilindro ha volume 120% cm? e area della superficie di base uguale a 161 cm?®. Determina I'altezza del cilindro
e l'area della sua superficie totale. [7,5 cm; 921 cm?]
[ le]e]

EET] Facendo ruotare un quadrato di un giro completo intorno a un suo lato si ottiene un cilindro di volume 2?771: cm’.

Determina la superficie totale del cilindro. [91 cm?]
[ Is]e]
[ZT] Facendo ruotare un quadrato di un giro completo intorno a un suo lato si ottiene un cilindro di superficie totale
36ma’. Determina il volume del cilindro. [271 cm?]
eco
FZEl Un cilindro ha volume uguale a 67a’ e superficie laterale di area 6ma”. Calcola la misura dell’altezza del cilindro
e l'area della superficie totale. [ 3 a1 4na2}
[ Ie]e]

[L¥] 11 solido rappresentato in figura ¢ stato ottenuto sezionando un cilindro con un piano passante per I'asse del ci-
lindro. Determina il volume e I’area della superficie totale del solido.

8cm [807 cm?; (80 + 56T) cm?]




[&]
[

R N N Y]

Rette e piani, misure di superfici e volumi

[ le]e]

[TE] Le aree delle sezioni di un cilindro con un piano passante per ’asse e con un piano perpendicolare all’asse val-
p p p p perp

gono rispettivamente 48 cm? e 91 cm?. Determina volume e superficie totale del cilindro. (721 cm?; 661 cm?]

00

[ZZ] Un cilindro ha superficie totale di area uguale a 70n cm? e altezza lunga 2 cm. Determina:
a. il volume del cilindro;
b. la lunghezza delle diagonali del rettangolo che risulta dallo sviluppo del cilindro, arrotondando il risultato a

meno di un decimo. a.50m cm?; b.2y1+257% cm = 31,5 cm}
ee0 5
[LE] Videolezione Un cilindro ha superficie totale di area 37n cm? e la sezione del cilindro con un piano passante
per il suo asse ha area 5 cm?. Determina il volume del cilindro. [107 cm?]
[ 1 ]e]

[LT] Considera un cilindro la cui base & un cerchio di raggio r e la cui altezza ¢é il doppio del raggio di base. Determi-
nala misura della diagonale del quadrilatero che si ottiene come sezione del cilindro con un piano parallelo al suo asse
e la cui distanza da esso & uguale alla meta del raggio. [rV7]
[ 1 le]
[I5] Un rettangolo ABCD ha la base AB doppia dell’altezza BC. Facendo ruotare il rettangolo di un giro completo
intorno ad AB si ottiene un cilindro C,. Facendo ruotare il rettangolo di un giro completo intorno a BC si ottiene un
cilindro C,. La somma dei volumi di C, e C, ¢ 1621 cm’. Determina le aree delle superfici totali dei due cilindri.
[1087 cm?; 547 cm?]

ee0
[T YRR Una fioriera. Una fioriera & stata ottenuta da un tronco di legno lungo 200 cm, assimilabile

a un cilindro, tramite una sezione parallela al suo asse (vedi la figura). Qual era il volume del tronco di legno da cui ¢
stata ricavata la fioriera? Esprimi il risultato in metri cubi.

S4cm

[Circa 1,27 m’]

Problemi sul cono ©
149 ESERCIZIO SVOLTO

Determiniamo, in funzione del raggio di base r, 'area della superficie totale e il
volume del cono equilatero avente raggio di base r.

Lapotema del cono equilatero ¢ 2r, quindi la sua superficie laterale é:

S; =mr-2r =2nr?

» LDarea della superficie totale si ottiene sommando a quest’ultima l’area della
base:

S; =2nr? + nr? =3nr?

e Per calcolare il volume del cono bisogna preliminarmente calcolare ’altezza h
del cono; ricordando le relazioni tra i lati di un triangolo rettangolo con gli
angoli acuti di 30° e 60°, ottieniamo h = /3, quindi:

v 3 1’3

V=%-nr2~r 5= -



6. Aree di superfici e volumi

@00
[ED] Un cono ha raggio di base di 6 cm e altezza di 8 cm. Determina il volume e I'area della superficie totale del cono.

[967 cm?; 967 cm?]

[ le]e]
[FE] Larea del cerchio di base di un cono & 1447 cm? e I’apotema del cono & lungo 20 cm. Determina l’area della su-
perficie totale e il volume del cono. [3841 cm?; 7687 cm’]
800

7] 11 volume del cono in figura & 3241 cm®. Determina la lunghezza r del raggio di base e I’area della sua superficie
totale.

; / \ 12 cm
/
y 5 \

ML - [r=9 cm; area = 2161 cm?]
Yot} 5 .
[EE] Larea della superficie laterale di un cono equilatero ¢ 18n cm?. Calcola il volume del cono. [9 J3m cm3]
Yot}
[E1 La sezione di un cono con un piano passante per I’asse del cono & un triangolo rettangolo isoscele. Sapendo che
l’area della superficie laterale del cono & 167y/2 cm?, calcola il volume del cono. [64n cmﬂ
3
[ Ie]e]
fEE] Un cono ha raggio di base di misura 2 cm e volume 21 cm’. Determina l’area della superficie totale del cono.
(97 cm?]
[ Ie]e]
[El] Videolezione In un cono, avente altezza doppia del raggio di base, 'area della superficie laterale ¢ 47y/5 cm?
Determina il volume del cono. [ 16 3}
=T cm
3
eeo

1k74 Un cono ha apotema lungo 10 cm e raggio di base lungo 6 cm. Traccia il piano parallelo alla base del cono e di-
stante 2 cm dal vertice del cono e determina i volumi delle due parti in cui il piano divide il cono.
[in em?, 220 cmﬂ
2 2

[ 1 le]
[EE] Un cono ha raggio di base lungo 2 cm e altezza lunga 6 cm.

a. Calcola il volume e la superficie laterale del cono.
b. Lo sviluppo della superficie totale del cono & un settore circolare; determina 'ampiezza (in gradi) di tale settore,
arrotondando il risultato a meno di un grado. [a. 8n cm?, 4n(1++/10) cm% b.1 14"}
[ 1 le]
La sezione di una sfera di diametro AB= 13 cm con un piano ¢ un cerchio di centro O’ e raggio 6 cm. Determina

il volume e I'area della superficie del solido formato dai due coni che hanno come base il cerchio di centro O e come
vertici A e B.

[156 cm®; 301413 em? ]

ee0

[I1] La sezione di un cono con un piano passante per I’asse del cono & un triangolo rettangolo isoscele. Sapendo che

I’area della superficie laterale del cono & 16my/2 cm?, calcola il volume del cono. [ 64 crnﬂ
3




Rette e piani, misure di superfici e volumi

Realta e modelli

[ le]e]
[[3] Coni e fontane. Nella piazzetta di Miramare, una loca-

lita estiva, € visibile una fontana, in cui sono presenti coni e
sfere. I coni sono ricoperti di mosaici sulla loro superficie
laterale e hanno la base appoggiata al fondo della fontana e
immersa in acqua.
Uno dei coni ha diametro di 60 cm e altezza di 180 cm.
a. La posa dei mosaici sulla superficie laterale del cono
considerato ¢ costata 120 euro al metro quadrato. Qual &
stato il costo complessivo (in euro) per la posa del mo-
saico?
b. Il livello dell’acqua nella fontana, mediamente, & pari a
20 cm; qual ¢ il volume della parte del cono immerso
nell’acqua?

Arrotonda i risultati a un numero intero. [a. Circa 207 euro (arrotondato per eccesso); b. circa 50498 cm®]
800

[[71 Silo. Unsilo per lo stoccaggio di cereali & costituito da un cono, sormontato da un < o--- :) c
cilindro che ha la base inferiore in comune con la base del cono. Laltezza VA del cono T

misura 3 m, 'altezza AD del cilindro misura 5 m e il raggio di base AB misura 2 m. E
a. Determina il volume del silo (in metri cubi), arrotondando il risultato alla prima i
cifra decimale. E
b. Il silo e riempito di mais fino all’altezza VO =2 m. Sapendo che la densita del mais
contenuto nel silo & 200 kg/m?, calcola quanti kilogrammi di mais sono contenuti nel
silo. Arrotonda il risultato a un numero intero.

[a. Circa 75, 4 m’; b. circa 745 kg]

o

=

L O R RN )

Problemi sui solidi generati dalla rotazione di figure

[ Ie]e]
[[E] Considera un rettangolo ABCD, in cui il lato AB misura 1 cm e il lato BC misura 2 cm. Traccia la retta r, simme-

trica della retta AD rispetto alla retta BC. Determina il volume e I’area della superficie totale del solido ottenuto dalla
rotazione completa del rettangolo ABCD intorno alla retta . [6m cm?; 187 cm?]

000
[[T] Un trapezio isoscele ABCD ¢ tale che la base maggiore AB & lunga 8 cm, la base minore CD & lunga 2 cm e i lati

obliqui sono lunghi 5 cm. Determina il volume e 'area della superficie totale del solido ottenuto dalla rotazione com-
pleta del trapezio ABCD intorno alla base maggiore AB. (641 cm?; 56 cm?]

900
Un trapezio isoscele ABCD ¢ tale che la base maggiore AB ¢ lunga 8 cm, la base minore CD ¢ lunga 2 cm e i lati

obliqui sono lunghi 5 cm. Determina il volume e 'area della superficie totale del solido ottenuto dalla rotazione com-
pleta del trapezio ABCD intorno alla base minore CD. (967 cm?; 104n cm?]
900

fIT] Considera un trapezio isoscele ABCD, in cui gli angoli adiacenti alla base maggiore AB hanno ampiezza 45° e la
base minore CD ¢ congruente all’altezza. Facendo ruotare il trapezio di un giro completo intorno alla base maggiore
AB si ottiene un solido di volume 45na’. Qual é I'area della superficie totale di questo solido? [18(1 +42) naz]

[ 1 o]
f[ Nel triangolo rettangolo ABC, di ipotenusa BC, risulta BC =5cm e AB = /5 cm. Determina l’area della superfi-

cie totale e il volume del solido ottenuto dalla rotazione completa del triangolo:
a. intorno al cateto AC;
b. intorno al cateto AB;
c. intorno all’ipotenusa BC.

[a.Sn(l+ J5) cm?, %n-\-’IS cm?; b.10m(2++/5) cm?, %n\-’IS cm’®; ¢.6m/5 cm?, 23—01t cmﬂ



[ 1 le]

6. Aree di superfici e volumi

Un triangolo rettangolo ABC, di ipotenusa AB =5 cm, ¢ tale che il cateto AC misura +/5 cm. Traccia la retta 7,
passante per C e parallela ad AB. Determina il volume e 'area della superficie del solido generato dalla rotazione com-

pleta del triangolo ABC intorno alla retta .

[ 1 le]

[%n cm?; (204645 ) cmz}

Data una circonferenza di raggio r 1 cm, centro O e diametro AB, prolunga AB dalla parte di B di un segmento
BC, congruente al raggio della circonferenza. Traccia da C una retta tangente alla circonferenza, indicando con T il
punto di contatto con la circonferenza stessa. Determina il volume del solido ottenuto dalla rotazione completa del

triangolo OTC intorno alla retta AC.

[ 1 le]

o]

il Considera un triangolo ABC, isoscele sulla base BC, il cui angolo al vertice BAC & di 120°. 1 lati obliqui del trian-

golo misurano a. Determina il volume del solido ottenuto:
a. ruotando di un giro completo il triangolo intorno alla base BC;
b. ruotando di un giro completo il triangolo intorno a uno dei due lati obliqui.

Problemi sulla sfera

3
[a. i3 @ a2 }
12 4

800
[FZ] Determinal’area della superficie e il volume di una

sfera di raggio 3 cm. [36m cm?; 367 cm”®]
®00

[E#] Determina il volume di una sfera, sapendo che I’a-

rea della sua superficie & 9 cm?. 9 3
511: cm

[ le]e]

[FZ] Determina l’area della superficie di una sfera, sa-

pendo che il suo volume ¢ 288n cm®. (1447 cm?]

[ le]e]

[FZ] Determina il raggio r del solido rappresentato in

figura, sapendo che il suo volume ¢ 1087 cm?,

[6 cm]
[ Ie]e]
[FA Determina ’area della superficie e il volume della

sfera inscritta in un cubo di diagonale 413 cm.

[161: cm?; %n cmﬂ

800
[ 11 volume di una sfera & 36m cm®. Di quanto si deve

aumentare il suo raggio affinché I’area della sua superfi-
cie aumenti di 647 cm?? [2 cm]

800
[EZ] Larea della superficie di una sfera & 16n cm?. Di

quanto si deve aumentare il suo raggio affinché il suo
L, cm}
2

©  Videolezione La somma dei volumi di
due sfere, aventi una il raggio doppio dell’altra, & 3247 cm”.

Determina le aree delle superfici delle due sfere.
[36m cm?; 1441 cm?]

. 4. 61
volume aumenti di ?n cm’?

[ le]e]

[ 1 Ie]
fE£] Un piano distante 1 cm dal centro di una sfera in-

dividua con la sfera una sezione di area 351 cm?. Deter-
mina l’area della superficie totale della sfera e il suo vo-
lume. [144 cm?; 288 cm’]

[ 1 le]
Un recipiente a forma di sfera, di raggio 60 cm, ha

una cavita sferica. Il recipiente, quando ¢ completamen-
te riempito, contiene 40 litri di acqua. Determina la mi-
sura in centimetri del raggio della cavita, arrotondando
il risultato a meno di un decimo. [59,1 cm]

Realta e modelli

800

[fT] La Géode. La Géode ¢ una sala cinematografica e la sua superficie esterna & a forma di calotta sferica. Il raggio
della sfera cui appartiene la calotta & 18 m e il raggio del cerchio che costituisce la superficie dell’edificio al suolo &
14 m. Qual & I'altezza della Géode? Arrotonda il risultato al metro.

ol

[29 m]
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" Rette e piani, misure di superfici e volumi

[ 1 le]

7] Pallone da calcio. Un pallone da calcio & costruito assem-
blando 20 esagoni regolari e 12 pentagoni regolari di lato lungo

6 cm.
a. Qual é 'area complessiva di tutti i poligoni?

b. I pentagoni e gli esagoni, cuciti lungo i lati, formano un
solido, detto icosaedro troncato, che, se ben gonfiato, & assi-
milabile a una sfera. Secondo il regolamento, un pallone da
calcio deve avere circonferenza compresa trai 68 cm ei70 cm.
Il pallone da calcio costruito con gli esagoni e i pentagoni de-
[a. Circa 2614 cm?; b. no]

scritti all’inizio & regolamentare?

Problemi di massimo e di minimo di geometria nello spazio

800
fEE] Considera un parallelepipedo rettangolo i cui spi-

goli di base misurano 8 e 6 e la cui altezza misura x. Da
tale parallelepipedo viene tolto un cubo il cui spigolo
misura x, come indicato in figura. Per quale valore di x

il prisma che ne risulta ha volume massimo?
! 6 i

@00
Determina x in modo che la «clessidra», colorata in

verde, inscritta nella sfera di raggio r abbia volume mas-
simo.

5]
[ Ie]e]

Determina x in modo che il volume del solido co-
lorato in verde, inscritto nella sfera avente raggio r, abbia
volume massimo.

[ le]e]
Una piramide regolare a base quadrata ha spigolo

laterale di lunghezza a. Determina l'altezza della pira-

mide in modo che abbia volume massimo. av3
3

@00

[f¥] Determina il massimo volume di un cono retto in-

scritto in una sfera di raggio r. [ % o

[ le]e]
Determina la massima area della superficie laterale
di un cono retto inscritto in una sfera di raggio r.

8nr2y3
9

800

[IT] Determina il massimo volume di un cilindro retto
= . . . 4 o
inscritto in una sfera di raggio . |:§T”_3 J 3}
@00

Dato un cono retto, di raggio r e altezza h, deter-
mina raggio e altezza del cilindro inscritto avente:
a. area laterale massima;
. r h 2 h
b. volume massimo. a.—,—;b. ?r, 3
eeO
LIl Determinala massima area della superficie laterale
di un cilindro retto inscritto in una sfera di raggio .

[2nr?]
@00
Determina il minimo volume di un cono retto cir-

coscritto a una sfera di raggio . [Tcrz 3+ 2u‘3ﬂ

ee0
Determina l’area minima della superficie laterale

di un cono retto circoscritto a una sfera di raggio r.
[nr2(3+242)]

[ 1 ]e]
[LI] Determina I’area minima della superficie totale di

un cono retto circoscritto a una sfera di raggio r. [87r”]

[ 1 le]
[TH Determina il minimo volume di un cono retto cir-

coscritto a un cilindro retto avente raggio r e altezza h.

l:%nrzh}
ee0

[fT] Sia ABC un triangolo equilatero il cui lato misura
a. Considera un punto P sul lato AC tale che AP=x e
traccia da P la parallela ad AB e la parallela a BC. Indica
con Q il punto in cui la parallela a BC interseca il lato AB
e con R il punto in cui la parallela ad AB interseca il lato
BC.

a. Verifica che il volume del solido generato da una

rotazione completa del parallelogramma PQBR in-

torno alla retta AB ¢& espresso dalla funzione

Vix)= 3lTn-(ax2 —x*).

b. Determina per quale valore di x tale volume ¢ mas-

simo. [g a}
3



1. Poliedri e poliedri regolari

[ 1 le] S—
[LI] Sia ABCun triangolo equilatero il cui lato misura a. Considera un punto P sul lato AC tale che AP = x e indica con
Q la sua proiezione ortogonale sul lato AB e con R il punto in cui la parallela ad AB passante per P incontra il lato BC.

a. Verifica che il volume del solido generato da una rotazione completa del quadrilatero PQBR intorno alla retta AB

& espresso dalla funzione V(x) = %(&m2 —5x2).

b. Determina per quale valore di x tale volume & massimo. [%a}
[ le]e] 3
EEL] Considera i prismi retti aventi come base un triangolo equilatero e di volume a’. Determina la misura dello spi-
golo di base in modo che 'area della superficie totale del prisma sia minima. [a¥4]
[ 1 le]

[EL] Frai triangoli isosceli inscritti in una circonferenza di raggio r, determina:
a. quello che in una rotazione completa intorno all’altezza genera il cono di volume massimo;
b. quello che in una rotazione completa intorno alla base genera il solido di volume massimo.
(Suggerimento: indica con x la misura dell’altezza del triangolo.)

[Nel caso a il massimo si ha per x = %r e nel caso b per x = %r}

[ 1 Ie]
PITI 1l volume di una piramide quadrangolare di altezza h & f;—h3. Conduci un piano parallelo alla base, che interseca

la piramide individuando un quadrilatero. Proietta ortogonalmente il quadrilatero sezione sulla base della piramide
stessa, ottenendo cosi un prisma retto. Determina la posizione del piano in modo che il prisma abbia volume massimo.

(Suggerimento: indica con x la distanza del piano dalla base della piramide.) [Il volume e massimo per x = %}

eeo
PIEl E data una piramide retta di base quadrata ABCD e vertice V. Il lato di base della piramide misura a e I’altezza

della piramide misura 2a. Seziona la piramide con un piano o parallelo alla base della piramide e indica con yil cer-
chio inscritto nella sezione ottenuta. Costruisci il cilindro che ha per basi y e la proiezione di y sul piano che contiene
il quadrato ABCD.

a. Determina a quale distanza dal vertice V deve essere condotto il piano o in modo che il cilindro abbia volume

massimo.

b. Verifica che in corrispondenza del piano di cui al punto precedente ¢ massima anche la superficie totale del ci-

lindro. [ 4a }
a.
3
7. Poliedri e poliedri regolari \Teoria p. 30
Esercizi introduttivi
[ le]e]
FIIF] Vero o falso?
a. ogni prisma & un poliedro convesso (v] [F]
b. le piramidi non sono poliedri
c. esistono poliedri regolari aventi un qualsivoglia numero di facce (v] [F]
d. un poliedro in cui tutte le facce sono poligoni regolari congruenti é regolare v]
e. se un poliedro ¢ regolare, tutte le sue facce sono poligoni regolari congruenti (v] [F]
f. un poliedro soddisfa la relazione di Eulero se e solo se & convesso (v] [F]

[Solo 2 affermazioni sono vere]

[
O
(o]

Z

Stabilisci se ciascuno dei seguenti solidi & un poliedro e, in caso affermativo, specifica se & convesso.

e00
PIT! Spiega perché una piramide regolare e un prisma regolare non sono, in generale, poliedri regolari.
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900
PIE 11 poliedro rappresentato in figura & costituito dall’'unione di un cubo e di una piramide regolare, che ha come

base una faccia del cubo, e come facce laterali triangoli equilateri. Spiega perché non si tratta di un poliedro regolare.

800
PIT Verifica che il poliedro rappresentato in figura soddisfa la relazione di Eulero, sebbene non sia convesso.

[ Is]e]
PIiTl Un poliedro convesso ha 12 facce triangolari. Quanti spigoli e quanti vertici ha? [Spigoli = 18, vertici = 8]

Problemi
208J ESERCIZIO GUIDATO

Dato un ottaedro regolare, determina I'ampiezza dell’angolo diedro formato
da due facce aventi uno spigolo in comune.

* Ricorda che un ottaedro regolare & I'unione di due piramidi regolari a base __
quadrata, le cui facce laterali sono triangoli equilateri. S <

* Fai riferimento alla figura, in cui O ¢ il centro della base comune alle due
piramidi e H ¢ il punto medio di AB. Osserva che CHD individua una se-
zione normale del diedro formato dalle due facce ABC e ABD.

« Posto CHO = o, applicando il secondo teorema sui triangoli rettangoli al
triangolo COH puoi ricavare che tan o = /2.

* Deduci l'ampiezza di o e quindi quella di CHD= 2q. [CHD =109°]

[ 1 le]

FIL] Considera un tetraedro regolare di base ABC e vertice V; il cui spigolo misura . Indica con M il punto medio di

AB e con N il punto medio di BC. Qual ¢ I'area del triangolo MNV? { 12 1
16

[ 1 le]

AT Considera un tetraedro regolare di base ABC e vertice V il cui spigolo misura L. Determina I’area del triangolo
che si ottiene come sezione del tetraedro con un piano passante per uno spigolo laterale del tetraedro e perpendicola-

re al piano della base ABC. { [? J5
4

[ 1 le]

Fifl Dato un tetraedro regolare, determina "ampiezza dell’angolo diedro formato da due facce aventi uno spigolo in

comune. [arctan (2J2) = 71°J

[ 1 le]

APl Verifica che le diagonali di un ottaedro regolare il cui spigolo misura [ misurano [v2..

ﬁ Determina il raggio della sfera circoscritta e il raggio della sfera inscritta a un ottaedro regolare il cui spigolo

misura /.

(Suggerimento: fai riferimento alla figura dell’esercizio guidato precedente e osserva che il punto O € equidistante sia

dai vertici sia dalle facce dell’ottaedro.) [ Joirial }
2 776
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Esercizi di riepilogo

Esercizi interattivi
880

FAT1 Vero o falso?
Fai riferimento al cubo rappresentato in figura.

Esercizi di riepilogo

a. il quadrilatero DBFH ¢ un quadrato
b. il triangolo AHB & isoscele
c. il triangolo AHF ¢ equilatero
d. le rette DG e CF sono secanti
e. i piani AEF e ADH sono secanti
f. le rette BC ed EH sono parallele
g. le diagonali AG e BH si intersecano nel loro punto medio '
h. la retta AB ¢ secante il piano CDF
i. ipiani EHB e BCH coincidono

Test

@00

FIE Sono dati quattro punti non complanari. Quanti piani distinti contengono tre di tali punti?
(A6 8 4 /10

[ Yelo)

Al Un cubo ha spigolo lungo /3 cm. Quanto misura la sua diagonale?
A6 cm [8]2v3 cm 126 cm (D3 cm

@00

ottenuta misura:

@%nrz %nrz

Se sezioniamo una sfera di raggio r con un piano che ha distanza dal centro uguale a 3" l’area della sezione

[D] E1tr2

2
[c] =nrr?
clgm 9

[ Ie]e]

PAT] Un parallelepipedo rettangolo a base quadrata ha

volume V =128y2 c¢m? e diagonale di base d = 44/2 cm.
Qual é l'area A della sua superficie totale?
AA=3201+4V2)ecm®>  [cJA=32cm?
(8] A=128V2 cm? D] A =128 cm?
[ Yole}
FAE] Considera un parallelepipedo rettangolo di basi
ABCD e EFGH. Sia Vil centro della faccia EFGH. Quan-
to vale il rapporto tra il volume del parallelepipedo e il
volume della piramide avente come base ABCD e come
vertice V?
2 3 6
[D|Per poterlo determinare occorre conoscere le mi-
sure di tutti gli spigoli del parallelepipedo
[ Ie]e]
P71l Quanto vale I'area della superficie totale di un
cono, il cui raggio di base misura 2a e il cui volume ¢&

ﬁnaS ?
3 ?
(Al 4n(1+43)a? [cl4n(1++5)a
[B] 47a? (Dl 4ny3a2
@00

FPIl Quanto misura il volume di una sfera avente su-
perficie di area 1441 cm??

[A] 2687 cm? 288m cm®

278 cm’® [D]Nessuna delle misure proposte

[ 1 Ie]
PPF1 Sono dati una piramide retta a base quadrata e un

cono retto equivalenti, aventi basi equivalenti. Possiamo
quindi affermare che:
[A|l’area della superficie totale della piramide ¢ mi-
nore di quella della superficie totale del cono
l’area della superficie totale della piramide & uguale
a quella della superficie totale del cono
l’area della superficie totale della piramide ¢ mag-
giore di quella della superficie totale del cono
[D/le due aree totali non si possono confrontare, non
conoscendo la lunghezza degli apotemi
ee0
Congiungendo i punti medi degli spigoli di un cubo
si ottiene il solido mostrato in figura, detto cubo troncato.
Se lo spigolo del cubo misura I, quanto vale l'area della
superficie totale del cubo troncato?

(A]8P2
B](3+3)1
[cl(4+3)P
|6/




Rette e piani, misure di superfici e volumi

[ 1 le]
PPZ] Facendo riferimento alla figura dell’esercizio pre-

cedente, qual ¢ il volume del cubo troncato?

2 11
Al =P c]—nP
3 18

17 1 ERE
241 @61

[ 1 le]
Se sezioniamo una superficie sferica di raggio r con

un piano che ha distanza dal centro uguale a Lr, l'area
. \ 3
della calotta minore ottenuta e:

%nrz %m’2
%nrz @%nrz

Argomentare e dimostrare

@800

guere il contesto: piano euclideo oppure spazio euclideo.

PP Specifica se le varie affermazioni in tabella sono vere oppure false, giustificando le risposte. Attenzione a distin-

Proposizione

Piano Spazio

Due rette parallele a una terza sono parallele tra loro

Due rette perpendicolari a una terza sono perpendicolari tra loro

Due rette perpendicolari a una terza sono parallele tra loro

Due rette parallele e distinte non sono incidenti

Se due rette non sono incidenti allora sono parallele

800

e00

PPl Spiega perché, se quattro punti nello spazio non sono complanari, allora tre di essi non possono essere allineati.

PFI] Considera il parallelepipedo rettangolo, il cilindro, la piramide quadrangolare regolare e la semisfera rappresen-

tati in figura.

10 cm

8 cm

4 C;T;B cm . 6cm

a. b.

8 cm

3cm

3cm

Per ciascuno di questi solidi determina il volume e I’'area della superficie totale.

[a. 160 cm?, 184 cm?%; b. 907 cm®

900

, 781 cm?; ¢. 96 cm?, (36 +124/73) cm; d. 181 cm®, 271 cm?]

PPI] In figura sono rappresentati tre solidi: un prisma retto avente come base un esagono, un cilindro con una cavita

a forma di cono e un cono sormontato da una semisfera.

6 cm 6 cm

10 cm
."f_‘.’

S/ i

I\.,"

£
€
S 4cm
O

4cm T

a. b.

6 cm

Per ciascuno di questi solidi determina il volume e I’'area della superficie totale.
[a. 420 cm?, 380 cm?; b. 247 cm?, 487 cm?; ¢. 2407 cm?, 1327 cm?]



Esercizi di riepilogo

e
o]
o

Larea della superficie totale di un cubo ¢ 24 cm®. Determina:
. lalunghezza del lato del cubo;
. lalunghezza della diagonale del cubo;
. il volume del cubo. [a.2 cmy b. 24/3 cm; c. 8 cm’

Un parallelepipedo retto ha come base un rettangolo di lati 4 cm e 6 cm e altezza di lunghezza 9 cm. Determina:
. il volume del parallelepipedo;
. l'area della superficie totale del parallelepipedo;
. il lato e la diagonale di un cubo equivalente al parallelepipedo;
. I’area della superficie totale del cubo di cui al punto c. [a. 216 cm®; b. 228 cm?; c. 6 cm, 64/3 cm; d. 216 cm?]

L d
9]
PR - .

00
PEF] Una piramide regolare ha come base un quadrato di lato 12 cm. Sapendo che I’apotema della piramide é lungo

10 cm, determina:
a. l'area della superficie totale della piramide;
b. l'altezza della piramide;
c. il volume della piramide. [a. 384 cm?; b. 8 cm; ¢. 384 cm’]

[ Is]e]
Una piramide regolare ha come base un quadrato. Laltezza della piramide & il doppio dello spigolo di base. Sa-

pendo che il volume della piramide & 144 cm?, determina:
a. la lunghezza dello spigolo di base;
b. la lunghezza dell’apotema;
c. l'area della superficie totale della piramide. [a. 6 cm; b. 3417 cm; ¢. 36(1+/17) cm?]

Realta e modelli

[ 1 le]

PEY] Un cornetto speciale. Una ditta di gelati ha ideato un nuovo tipo di cornet-
to con un ripieno speciale all’interno del cono. Il ripieno & composto da crema al ‘ '
cioccolato con all’interno una pallina di gelato al cocco e un fondo di crema nero
fondente. Il cono che costituisce il modello geometrico del cornetto ha il diame-
tro di 6 cm e l'altezza di 12 cm; la pallina al cocco (assimilabile a una sfera) risul-
ta tangente sia alla base del cono che rappresenta il cornetto sia alla base del cono
che rappresenta la parte del cornetto riempita di crema nero fondente. Calcola il
raggio della pallina di gelato al cocco e il raggio della base del cono riempito di
crema nero fondente. [Circa 2,3 cm; circa 1,8 cm]

PY Ye)
FEE] Matite. Considera le due matite raffigurate: la prima puo essere assimilata all'unione di un cono di altezza 1,5 cm

(rappresentato dalla punta della matita) e di un cilindro di altezza [ (in centimetri) e raggio r (in centimetri); la secon-
¢ da puo essere assimilata all'unione di un cono di altezza 1,5 cm e raggio di base di misura r (sempre in centimetri) e
di un prisma retto di altezza I (in centimetri) avente come base l’esagono regolare circoscritto alla base del cono.

L e N Y Y Y]

15 /

— r

®

a. Esprimi in funzione di r e di / il volume V; (in centimetri cubi) della prima matita.

b. Esprimi in funzione di r e di [ I'area della superficie totale S; (in centimetri quadrati) della prima matita.

c. Esprimi in funzione di r e di [ il volume V, (in centimetri cubi) della seconda matita.

d. Esprimi in funzione di r e di [ I'area della superficie totale S, (in centimetri quadrati) della seconda matita.

e. Considera due matite in cui ¢ I = 9: ¢ vero che il volume della prima matita risulta inferiore di pitt del 10% del

volume della seconda?

Y N T Y Y]
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Rette e piani, misure di superfici e volumi
@00
PEI] Quale dei due solidi ha volume maggiore: un cono
di raggio 2 cm e altezza 4 cm oppure una sfera di raggio
2 cm? [La sfera]

@00
Quale dei due solidi ha volume maggiore: un cilin-
dro di raggio 6 cm e altezza 9 cm oppure una sfera di

raggio 6 cm? (11 cilindro]
[ le]e]
FET] Una sfera ha raggio di 3 cm. Aumentando di 1 cm

la misura del raggio, di quanto aumenta il volume della
sfera? 1487 3
5 e
Una sfera ha raggio di 2 cm. Aumentando di 1 cm
la misura del raggio, di quanto aumenta l'area della su-
perficie della sfera? [20m cm?]

[ le]e]

[ Is]e]
PZT] Tlcilindro di plastilina rappresentato in figura vie-
ne modellato a forma di sfera. Qual & I'area della super-

ficie della sfera ottenuta?
| 9cm |

.’m'- -\I" £
II | | ]4cm

I'\\ A y 1

L
O
oo \\\// [36m cm?]

PZ5l Considera un cubo di diagonale 20+/3 cm.
a. Qual ¢ la misura del raggio della sfera inscritta nel
cubo?
b. Traccia un piano distante 6 cm dal centro della
sfera; determina I'area della sezione del piano con la
sfera. [a. 10 cm; b. 647 cm?]

800

PIP] Considera il parallelepipedo rettangolo in figura.

a. Determina la natura del quadrilatero BCHE.

Supposto che AB =4 cm, BC =10 cm, BF =3 cm, deter-
mina:
b. l'area e la lunghezza delle diagonali del quadrila-
tero BCHE;
c. il volume del parallelepipedo;
d. l’area della superficie totale del parallelepipedo.

[b.50cm?, 545 cm; ¢.120 cm?; d.164 cm? |
[ le]e]
PXE] Considera il cubo rappresentato in figura, il cui

spigolo misura 3 cm. Sia P un punto appartenente allo
spigolo BF e Q il punto in cui il piano PEH interseca lo
spigolo CG.

a. Determina la natura del quadrilatero EPQH.

b. Supposto che PF =2 cm, verifica che il volume del
prisma avente come basi EPF e HQG & 3 del volume
del cubo.

[ 1 le]

PXY] In un parallelepipedo rettangolo i lati del rettangolo di base sono tali che il maggiore supera di 2 cm il minore.
Laltezza del parallelepipedo ha lunghezza uguale al lato minore del rettangolo di base. Sapendo che la superficie tota-

le del parallelepipedo ha area 128 cm?, determina:
a. il volume del parallelepipedo;

b. l’area della superficie e il volume della sfera che ha il centro nel punto di intersezione delle diagonali del paralle-

lepipedo e passa per i vertici del parallelepipedo stesso.

+ [LAIIS-E0 1] Coni e trigonometria

: ®#80
semiapertura.
[ 1 le]

apertura.

eeo

miapertura.

PXT] Esprimil’area della superficie laterale S; e il volume V del cono in funzione dell’altezza h e dell’angolo o di semi-

PL7l Esprimil'area della superficie laterale S; e il volume V del cono in funzione dell’apotema a e dell’angolo o di se-

[a. 96cm?; b. Area = 68w cm?, Volume = %n\-’lw cmﬂ

PXE| Esprimi l’area della superficie laterale S; e il volume V del cono in funzione del raggio di base r e dell’angolo o di

2 3 7]

r 1 r
Si=n——; V==—n
sino 3  tano

hZ Sin(l 1 3 2
S =m —; V ==—nh’ tan” o
cos“al 3

2 . 1 .
[Sl =mna”sino; V = gTEa3 Slll2 o COSU




L e R Y]

[ 1 le]

P Siano a, b, ¢, con a < b < ¢, le dimensioni di un parallelepipedo rettangolo. Mostra che il percorso pitt breve, sul-
la superficie del parallelepipedo, che congiunge due vertici opposti ha lunghezza +/(a+b)* + ¢ .
(Suggerimento: considera lo sviluppo piano della superficie del parallelepipedo.)

Dalle gare

[ 1 Ie]
FIT] 1 due cubi in figura hanno una faccia in comune.

Qual ¢, in gradi, la misura dell’angolo ABC?

[A]90 [D] 135
115 [E] 150
120
(Kangourou 2008) (A]

(Y Yol
m Versando 40 cm? di acqua in un recipiente a forma

di parallelepipedo rettangolo avente un lato della base
lungo 4 cm, il livello del liquido raggiunge 5 cm. Versan-
done una quantita incognita in un altro recipiente pa-
rallelepipedo rettangolo che ha quel lato della base lun-
go 6 cm e laltro inalterato, il liquido raggiunge un livel-
lo di 15 cm. Quanti cm?® di acqua sono stati versati la
seconda volta?

[A] 180 [D] 20
8180 Ef‘g—o
6140

(Giochi di Archimede 2000)

Y Yol

FI3] Daun vertice A di un cubo si tracciano degli archi di
cerchio con centro in A e raggio pari al lato del cubo su
ciascuna delle tre facce aventi un vertice in A. Qual ¢ la
frazione della superficie del cubo evidenziata?

1 g
|1'4 @6

% Dipende dal lato del cubo

MRS
.8

(Giochi di Archimede 2002)

L R R R R R R R R RN RN R AN RNy Y

Esercizi di riepilogo

[ 1 Ie]
Due oggetti omogenei, fatti di due materiali diver-

si, hanno lo stesso volume, ma il primo pesa 242 g pit
del secondo. Sapendo che il materiale di cui é fatto il
primo oggetto ha densita 8,9 g/cm” e quello di cui & fatto
il secondo oggetto ha densita 7,8 g/cm?, qual & il volume
di ciascuno degli oggetti?

120 cm? 150 cm? 220 cm?

[D]300 cm?® I dati sono insufficienti
(Giochi di Archimede 2002)

[ 1 le]
PEE] La scultura astratta che si vede nella figura & stata

ottenuta asportando un parallelepipedo rettangolo da
un solido che originariamente era un cubo. Il volume
del cubo originale era di 512 dm®. Qual é I'area della su-
perficie totale della scultura?

[A]320 dm? 384 dm?
[B]336 dm? D]468 dm?
(Kangourou 2002)
[ 1 Ie]

PET1 Due palline di mercurio con superficie di 2 mm?
ciascuna si uniscono a formare un’unica pallina. Qual &
la superficie della nuova pallina?

[A]2 mm? D/4 mm?
27 mm? £127 mm?
2% mm?

(Kangourou 2005)

880

FIE Un tetraedro (non regolare) ha un vertice tale che
le tre facce che vi confluiscono hanno aree 3,4 e 6 e gli
angoli di queste facce, relativi a quel vertice, misurano
tutti 90°. Qual ¢ il volume di quel tetraedro?

(A]4 |8
5 [E]12
6

(Kangourou 2005)




Rette e piani, misure di superfici e volumi

M Vero o falso?

a. se la retta r & perpendicolare al piano o e o & perpendicolare alla retta s, allora r ed s sono parallele;

b. se la retta r & perpendicolare alla retta s e la retta s & contenuta nel piano o, allora la retta r &

perpendicolare al piano o

c. selaretta r & parallela alla retta s ed s € contenuta nel piano o, allora r & parallela ad o;
d. se la retta r & parallela sia al piano o sia al piano B, allora il piano o € parallelo al piano B.

(v] [F]

P2 Considera il cubo rappre- H N c
sentato in figura, dove M ed N g |
sono, rispettivamente, i punti M °F
medi degli spigoli EF e GH. De- Dl
termina da che cosa ¢ costituita Ar,»"' > C

Iintersezione:
a. dei due piani BEM ed EMD;
b. dei due piani FGM ed END;
c. dei due piani ABC ed ENH.

ok

BN Le dimensioni di un parallelepipedo rettangolo
sono 3v2, 4\n e 9y2n cm. Determina il raggio della
sfera equivalente al parallelepipedo.

I8 Un cono ha raggio di base lungo 4 cm e apotema
lungo 8 cm. Determina:

a. l’area della superficie totale del cono;

b. il volume del cono.

Il Una piramide retta a base quadrata ha tutti gli spi-
goli di lunghezza 1 cm. Determina il volume e I'area del-
la superficie totale della piramide.

W La capsula medicinale in figura é formata da un
cilindro e da due semisfere che hanno le basi coinciden-
ti con quelle del cilindro. Determina il volume e I’area
della superficie totale della capsula.

[EA 11 rapporto tra i volumi di due parallelepipedi ret-
tangoli simili & 4. In che rapposto sono le rispettive su-
perfici totali?

[EN Considera i tre bicchieri in figura. La parte desti-
nata a contenere le bevande si puo assimilare nei tre bic-
chieri rispettivamente a un cilindro, un cono e una se-
misfera, aventi le misure indicate.
a. Disponi i tre bicchieri in ordine di capacita crescente.
b. Immagina di riempire d’acqua fino all’orlo il bic-
chiere di capacita minima e di versarne successiva-
mente il contenuto nel bicchiere di capacita massima.
Quale livello raggiungera ’acqua?
' 4cm !
= ' 4cm |

. W D

8 cm

N Un rettangolo ABCD ha base AB che misura 1 cm
e altezza BC che misura 2 cm. Sia §; il solido ottenuto da
una rotazione completa del rettangolo intorno ad AB ed
S, il solido ottenuto da una rotazione completa del ret-
tangolo intorno a BC. Determina il rapporto:

10 mm a. tra il volume di S e il volume di S,;
P b. tra l'area della superficie totale di S; e l'area della
( superficie totale di S,.

ET Un prisma triangolare regolare con l’altezza con-
gruente al doppio dello spigolo di base ha volume ugua-
le a 324/3 cm®. Determina I'area della superficie totale.

Esercizio 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 Totale

Punteggio | )5 4=1|025-3=075| 1 | 1 | 1 | 1 [ 1 [o52=1| 1 [125| 10

massimo

Punteggio

ottenuto

Tempo indicativo: 1 ora

Risposte p. 389



Verso le competenze Te

Confrontare e analizzare figure geometriche

800
BN Determina il volume e I'area della superficie totale del solido che si ottiene dalla rotazione intorno alla retta CH

del triangolo isoscele ABC in Fig. A. [Volume _160T 3 rea superficie = 87(2+ \E)}
[ Is]e]

A Determina il volume e I'area della superficie totale del solido che si ottiene dalla rotazione intorno alla base mag-
giore AB del trapezio isoscele ABCD in Fig. B. [Volume = 11(364/2 +144) cm®; Area superficie = 6672 sz]

[Yelo)
EEB 1l solido in Fig. C & 'unione di due coni aventi la base in comune.
Il volume del cono di vertice V; & 18 cm? e la sua altezza & 6 cm. Larea della superficie laterale del cono di vertice V,

¢ 15m cm®. Qual ¢ la distanza tra i vertici dei due coni? [10 cm]
O
10 cm
D 8 cm C i
h, h,
- i 6 cm 6 cm Vi v,
Al H B (as° o 459 r
' 8 cm : A H K B

Fig. A Fig. B Fig. C

800

BN Laprima figura rappresentata qui sotto ¢ stata ottenuta togliendo un rettangolo da un settore circolare di centro
O e ampiezza 90° la seconda figura ¢ un parallelogramma con due angoli opposti di 45°.

S i 8cm i
3cm i I

13 cm

o) asse

,
4cm | asse

a. Disegna e descrivi il solido che si ottiene da una rotazione completa di ciascuna delle due figure rappresentate
intorno all’asse di rotazione (colorato in rosso).
b. Calcola il volume di ciascuno dei solidi ottenuti.

[Volume generato dalla prima figura = 126 cm?; volume generato dalla seconda figura = 2007 cm”]

[ Is]e]
Bl In figura é rappresentato un solido ottenuto togliendo un cubo da un parallelepipedo rettangolo. Determina il

volume e l'area della superficie totale del solido.

E D
#
M
> NATTE
6 cm | J
G H
10 cm
—————————————— - C

8.cm ' [Volume = 312 cm?®; Area = 304 cm?]



Temal Geometria nello spazio

H 6 Una piramide ha come base un rettangolo ABCD Un cubo e un cilindro sono tali che sia la sfera in-
E avente la diagonale BD lunga 10 cm e il lato AB lungo 8 cm. scritta nel cilindro, sia la sfera inscritta nel cubo hanno
= 1l vertice V della piramide giace sulla perpendicolare al raggio r. T —
E piano che contiene il rettangolo ABCD passante per il pun- a. Disponi in ordine cre- {i
> to d’intersezione delle diagonali del rettangolo. Laltezza scente i volumi dei tre so- \ )
8 della piramide ha la stessa lunghezza di AB. Determina il lidi (cilindro, cubo, sfera). Cile i
71, volume el'area della superficie totale della piramide. b. Disponi in ordine crescente le aree delle superfici
5' [Volume = 128 cm?; Area = 8(6+ 35 ++73) cm?] totali dei tre solidi (cilindro, cubo, sfera).
")
o
L
- ﬁ Considera il parallelepipedo rettangolo in figura.

a. Giustifica perché il triangolo DBF ¢ rettangolo. =

b. Determina I'ampiezza dell’angolo BDF,

arrotondando il risultato a meno di un grado. 4cm

A .
i 10 cm i [b. 20°]

ﬁ Un triangolo rettangolo ABC, di ipotenusa BC, & tale che BC=10 cm e cos A BC = % Determina il volume e I'area

della superficie totale del cono ottenuto dalla rotazione di un giro completo del triangolo intorno alla retta AC.
[Volume = 967 cm?®; Area = 967 cm?]

ﬁi Considera il cubo rappresentato in figura, il cui spigolo misura a. Un piano passante per lo spigolo BC del cubo
forma con la base ABCD un angolo x, con 0 < x < %, e interseca gli spigoli AE e DH in P e Q. Esprimi in funzione di x

il volume V(x) e ’'area S(x) della superficie totale del prisma colorato, di basi ABP e DCQ.

[V(x) = %oﬁ tanx; S(x) = a*|1+2tanx + colsxﬂ

Risolvere problemi e costruire mdelli

[ Ie]e]
BTN Bicchieri. Tre bicchieri contengono tutti la stessa quantita d’acqua.

7,5 cm

7,5 cm

«f
.‘_: \’1_2’
j ‘
J |
|
Fomaepn,
La parte piena del primo bicchiere ha la forma di una semisfera, quella del secondo ¢ cilindrica e la terza ¢ a forma di
cono. Calcola le altezze h, e h, dell’acqua nel secondo e nel terzo bicchiere. [h, =2,5cm; hy=7,5 cm]



Verso le competenze

[ Is]e]
EFA Lancio del peso. La sfera di ferro che viene usata per il lancio del peso nell’atletica leggera ha una massa pari a
7,25 kg per le competizioni maschili. Sapendo che la densita del ferro ¢ di 7,87 g/cm’, qual é approssimativamente

’area della superficie di tale sfera? Arrotonda il risultato al centimetro quadrato.

£

M

e00 —ri:_ =

EE) Lacrosta della Terra. La Terra ha una «buccia» chiamata crosta, il cui spessore medio & di 24 km. Supponi che
la Terra sia perfettamente sferica e che il suo raggio sia di 6375 km. Approssimativamente, quale percentuale del
volume della Terra & occupato dalla crosta?

<
m
-
(7]
o)
-
m
0
o
K4
v
m
-
m
4
N
m

[458 cm?]

crosta

[Circa 1,13%)]
[ Ie]e]
La piscina. Una piscina ha la forma di un prisma retto come quello rappresentato in figura. Le basi del prisma

sono due pentagoni (ABCDE e A'B’C’D’E’ in figura).
a. Quanti litri di acqua puo contenere la piscina?
b. Una pompa immette nella piscina 50 litri di acqua al minuto. Quanto tempo (espresso in giorni e ore) & necessa-
rio per riempire la piscina con quella pompa?

D' 10 m

£

EIER7 SRR

A 4m B [a. 246000 litri; b. 3 giorni e 10 ore]
Y Yol

EE Metano. La molecola del metano & formata da quattro atomi di idrogeno e un atomo di carbonio. I quattro atomi
di idrogeno sono disposti in modo tale da occupare quattro vertici di un cubo di cui I'atomo di carbonio rappresenta
il centro, come illustrato nel modello geometrico qui sotto (le sfere rappresentano gli atomi).

a. Verifica che 'ampiezza dell’angolo AOBin figura ¢ circa 109,5°.

b. Sapendo che la distanza tra due atomi di idrogeno ¢ circa 1,78 A (ossia 1,78-107'° m), determina la distanza

dell’atomo di carbonio da ciascuno dei quattro atomi di idrogeno.

"~ metano CH4

[b. Circa 1,09 A]
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E[3 Palline inscatolate. Una scatola, a forma di parallelepipedo rettangolo, contiene sei palline
uguali di forma sferica, come indicato in figura. Le palline sono disposte in modo da essere tangen-
ti l'una all’altra e alle pareti della scatola, cosi che non possono muoversi in nessuna direzione.

a. Qual ¢ la percentuale del volume della scatola che non & occupato dalle palline?

b. Una seconda scatola, sempre a forma di parallelepipedo rettangolo, contiene ancora sei palline
sferiche disposte come nella precedente figura, ma il raggio delle palline & una volta e mezza quello
delle palline nella prima scatola. Stabilisci, giustificando adeguatamente la risposta, se & vero che
il volume di questa seconda scatola ¢ il 237,5% in piti del volume della prima scatola.

[ 1 le}

[a. Circa il 47,64%; b. & vero]

Eid Laformica. Una formica, posta nel vertice A della scatola in figura (a forma di parallelepipedo rettangolo), vuo-
le raggiungere il vertice opposto B percorrendo la minima distanza possibile e restando sempre sulla superficie della
scatola. Dotata di spiccato intuito matematico, ha considerato lo sviluppo piano della scatola e individuato cosi il
tragitto piu breve. Qual & questo tragitto? E qual ¢ la sua lunghezza?

B

~60 cm

Esporre, argomentare e dimostrare

[100 cm]

800
EF) Siano AB e CD due rette incidenti nello spazio. Sta-

bilisci se le due rette AC e BD possono essere sghembe,

giustificando la risposta.

@00
ELN 1l solido rappresentato in figura é costituito dall’u-

nione di due tetraedri regolari, aventi una faccia in co-
mune. Stabilisci se questo solido ¢ un poliedro regolare,
giustificando la risposta.

[ 1 Je]
FIN Date due rette sghembe r ed s, descrivi e giustifica

un procedimento per costruire un piano che contenga la
retta r e sia parallelo alla retta s.

880
Su un piano o ¢ dato un triangolo ABC. Sia M il

punto medio di AB ed N il punto medio di BC. Sia infine
D un punto non appartenente al piano o.. Dimostra che la
retta MIN é parallela al piano che contiene i punti A, Ce D.

[ 1 le]
FZ Considera due punti A e B appartenenti a un piano

o e un punto C non appartenente ad o. Una retta r inter-
seca il segmento AC in P, il segmento BC in Q e il piano
o in R. Dimostra che R ¢ allineato con A e con B.

[ 1 le]

FEN Considera un parallelogramma ABCD, apparte-
nente a un piano o, e un punto P ¢ o.. Sia r la retta inter-
sezione dei due piani APD e BPC ed s la retta passante
per i punti medi dei lati AB e CD del parallelogramma.
Dimostra che le due rette r ed s sono complanari.

(ol I[F-£T011114] Geometria nello spazio e luoghi geometrici

200

FZ1 Qual ¢ il luogo geometrico dei punti dello spazio equidistanti da due punti distinti A e B?

080

P [@T3 Siano o e B due piani paralleli. Descrivi e rappresenta qual ¢ il luogo geometrico dei punti dello spazio

equidistanti da o e f.

P Come cambierebbe la risposta se . e B fossero incidenti?

[ 1 le]}

P 3] Siano r ed s due rette parallele. Descrivi e rappresenta qual ¢ il luogo geometrico dei punti dello spazio

equidistanti da r ed s.

P Come cambierebbe la risposta se r ed s fossero incidenti?



Verso la prova |

BN 11 piccolo fermacarte della figura ¢ realizzato nel seguente modo. Si prende un cubo di spigolo 4 cm e su una

faccia si realizza una cavita a forma di piramide con la stessa base del cubo e altezza % di quella del cubo.

Qual ¢ il volume del solido cosi ottenuto?
{JII/E fr
fed _/_

4 cm

4 cm

4 cm
46 cm? 48 cm? 50 cm? [D]52 cm?

A Un cilindro e un cono che hanno basi congruenti e altezze congruenti:
sono equivalenti
non hanno mai superficie laterale di uguale area
hanno sempre superficie totale di uguale area
[D| nessuna delle precedenti affermazioni ¢ corretta

IEN Stabilisci se le seguenti affermazioni sono vere o false.

a. nello spazio, se la retta r & parallela a s ed s & parallela a ¢, allora r & parallela a ¢
b. nello spazio, se le due rette r ed s sono perpendicolari alla retta ¢, allora r ed s sono parallele
c. nello spazio, se la retta r &€ complanare alla retta s e la retta s € complanare alla retta ¢, allora le rette r e ¢

sono complanari
d. nello spazio, se la retta r & parallela alla retta s e la retta s &€ perpendicolare al piano o, allora anche la

retta r & perpendicolare al piano o
e. nello spazio, se la retta r & incidente alla retta s e la retta s & parallela alla retta ¢, allora le rette r e f sono
complanari

N Gl spigoli di un parallelepipedo rettangolo hanno IEB Siano A, B, C tre vertici di un cubo, come in figura.

lunghezza a, b, c. Quale tra le seguenti e 'espressione Quanto misura I’angolo ABC?
dell’area della superficie totale S del parallelepipedo? (Al 60°

S=(2(1+2b)C 900

B]S=(a+b) [c]120°

[C]S =2bc+a(2b+ 2c¢) [p] 150°

[DIS=(2a+2b)c+ab

Il Considera una piramide il cui poligono di base ha 7 lati.
a. Scrivi la formula che fornisce, in funzione di #, il numero complessivo v dei vertici.

Risposta: v=........

b. Scrivi la formula che fornisce, in funzione di #, il numero complessivo s degli spigoli.

Risposta: s =.........

c. Scrivi la formula che fornisce, in funzione di n, il numero complessivo f delle facce.

Risposta: f= ........




Temal Geometria nello spazio

A 1n un recipiente cilindrico contenente acqua viene inserita una sfera di acciaio. acqua, come mostrato in figura,
ricopre la sfera a filo. Qual era l’altezza h dell’acqua nel recipiente prima di inserire la sfera?

8 cm

3,5cm 3,75 cm

Kl Dimezzando il raggio di una sfera:

[C]4 cm

6 cm

[D]I dati sono insufficienti per determinarlo

sia 'area della superficie della sfera sia il volume della sfera diventano la meta

[B]I’area della superficie della sfera diventa la meta e il volume della sfera diventa % del volume della sfera originaria

[C|I’area della superficie della sfera diventa la meta e il volume della sfera diventa % del volume della sfera originaria

[D] nessuna delle precedenti risposte & esatta

N Una piramide retta ha come base un quadrato il
cui lato misura 20 cm e apotema di misura 40 cm. Quan-
to misura l’altezza della piramide?

[A]10V15 cm
(8112415 cm
[€117415 cm
[0]20V15 cm

E[} La diagonale di un cubo misura 15 cm. Qual & I'a-
rea della superficie totale del cubo?

[A] 400 cm?
[B] 420 cm?
[c] 440 cm?
(D] 450 cm?

EEN a. Considera un prisma, le cui basi sono poligoni di n

lati, e completa la tabella.

Numero di lati delle basi

Numero complessivo di diagonali del prisma

n=3 0
n=4 ..
n=5 ..

b. Scrivi la formula che fornisce, in funzione di #, il numero d delle diagonali del prisma.

EA Infigurae rappresentato un parallelepipedo rettangolo, di cui sono indicate le misure degli spigoli. Qual &€ 'am-

piezza dell’angolo ABC, arrotondata al grado?

Coe
15cm

28° A 20 cm

|B] 31°

[c]34°

[D| Nessuno dei precedenti
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[ 1 le]
BN Di quale solido ¢é rappresentato lo sviluppo in figura?

Di un ottaedro Di un tetraedro [E]/Di un prisma a base triangolare
Di un esaedro [D] Di nessun solido

(Prova di ammissione, Corso di laurea in Architettura 2009)

@00

A Quale affermazione é falsa?

Sezionando la superficie sferica con un piano si possono ottenere sia circonferenze sia ellissi.
La sfera € una figura simmetrica rispetto a infiniti piani.

Sulla superficie di una sfera sono identificabili meridiani e paralleli.

[D] La superficie sferica non ¢ sviluppabile sul piano.

[E] La superficie sferica ¢ una superficie di rotazione.

(Prova di ammissione, Corso di laurea in Architettura 2010)

[ 1 le]
BN Dato un cono circolare retto, sezionato con un piano o inclinato come in figura, quale sezione piana si ottiene?

|A| Triangolo |B/Ellisse Lc|Iperbole |p| Circonferenza |E|Parabola
(Prova di ammissione, Corso di laurea in Architettura 2010)
[ Ie]e]
BN 1l rapporto tra i volumi di due cubi & 4. Qual & il rapporto tra le loro superfici?
Z 3
[al2 814 MPE ]2 4%

(Prova di ammissione, Corso di laurea in Medicina 2010)

900
Il Dato un cono di altezza h, volume V e vertice P, considera un secondo cono con vertice P, che si ottiene sezionan-

do il primo cono con un piano parallelo alla base a distanza % dal punto P. Il secondo cono ha volume:
\% Vv Vv Vv \%4
&l 9 12 24 o] 27 €] 18
(Test di ingresso, Facolta di Scienze, 2010)

[ 1 le]
Il Un solido S ¢ costituito da due cubi sovrapposti, in modo che due facce dei cubi coincidano. Se lo spigolo di cia-

scun cubo misura 1, qual & la massima lunghezza possibile di un segmento che unisce due punti di §?

A]2J2 (823 [cV5 NG

(Test di ingresso, Facolta di Scienze, 2009)
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[ 1 le]
Si vuole riempire completamente un parallelepipedo a base quadrata di lato 30 cm ed altezza 50 cm con dei cubi

indeformabili uguali. Qual ¢ il minimo numero di tali cubetti?

15 45 75 D] 150
(Test di ingresso, Facolta di Scienze, 2008)

@00
Un cocomero di forma sferica viene tagliato in 16 fette tutte uguali fra loro. Se il diametro del cocomero ¢ di
40 cm, il volume di ciascuna fetta ¢ di:
3 3
4106n cm’ 4;)671: cm’® ?—6 cm? (D] 20(;075 cm’® E%cm3

(Prova di ammissione, Ingegneria, 2006)

[ 1 le]
" IEM Considera le due sfere S, e S, la prima inscritta e la seconda circoscritta al medesimo cubo. Allora tra i volumi

V1 e V, delle due sfere sussiste la seguente relazione:
J2 J3 J3

3

(Prova di ammissione, Ingegneria, 2006)

o
iﬁ Una sfera € inscritta in un cubo; il rapporto fra il volume della sfera e quello del cubo é:

b T 2T 41 T
A— — C_ — —
4 6 3 @3 Ez

(Prova di ammissione, Ingegneria, 2007)
[ 1 ]e]

Una quantita di liquido che riempie una sfera di raggio K viene travasata in cilindri aventi diametro di base K e
altezza K. Qual ¢ il numero minimo di cilindri che occorrono per compiere questa operazione?

5 6 3 0]9 El4
(Prova di ammissione, Ingegneria, 2007)
[ 1 le]
EFA A parita di tutte le altre condizioni (materiale, rugosita, stato di pulizia ecc.) serve meno quantita di pittura per
tinteggiare:
un cono (circolare retto) di altezza 1 metro e base di raggio 1 metro
una sfera di raggio 1 metro
un cubo di lato 1 metro
[D] una piramide avente tutte le facce che sono triangoli equilateri (tetraedro) di lato 1 metro
[E]un cilindro (circolare retto) di raggio 1 metro e di altezza 1 metro
(Prova di ammissione, Ingegneria, 2009)
[ 1 le]
EEl Date due sfere concentriche di raggio 1 e r (con r < 1) che valore deve assumere r affinché il volume della parte
esterna alla sfera minore sia la meta del volume della sfera maggiore?

L __L L -1 L
@—J? —% r—% @T—z @r—ﬁ

(Prova di ammissione, Ingegneria, 2009)

880
K3 Nel piano cartesiano ¢ dato un triangolo di vertici (1, 0); (0, 3); (3, 0). Qual ¢ il volume del solido che si ottiene

facendo ruotare il triangolo intorno all’asse y?

[Al 87 Bl 127 [c]16m [D]24n

(Prova di ammissione, Facolta di Scienze, 2004)



Compiti di realta

Compito di realta 1

Bicchieri
Osserva i due bicchieri in figura: la parte destinata a contenere le bevande é assimilabile nel primo bicchiere a un cono
di altezza 12 cm e diametro di base 7 cm, mentre la seconda ¢ approssimativamente una semisfera di raggio 4 cm.

L3,5cm

B Verifica che il primo bicchiere ha una capacita maggiore del secondo.

A Si riempie di acqua il primo bicchiere, fino al livello di 6 cm, cioé esattamente a mezza altezza. Spiega perché

I’acqua versata occupa un volume uguale a% della capacita del bicchiere.

BN Supponi ora, pili in generale, che il primo bicchiere sia pieno fino a un livello 4 (in centimetri). Esprimi, in fun-
zione di h, il volume V della parte del bicchiere occupata dall’acqua.

Il secondo bicchiere € colmo d’acqua e ne versi I'intero contenuto nel primo.
¥ Qual ¢ il livello raggiunto dall’acqua nel primo bicchiere?

Si riempie di acqua il secondo bicchiere, fino al livello di 2 cm, cioé esattamente a mezza altezza. Il calcolo esatto del
volume V occupato dall’acqua in questo caso é laborioso ma non é dfficile fornirne stime per difetto e per eccesso.

B Detto Vil volume (in cm?) occupato dall’acqua, verifica che risulta %n <V< %n, procedendo come segue:

* osserva che il volume del segmento sferico a due basi evidenziato in figura ¢ compreso tra il volume del cilindro
«interno», uguale a 24n cm?, e quello del cilindro «esterno», uguale a 32 cm?;

¢ deduci, per differenza, la doppia stima indicata.

i 4 cm |

LY Risposte p. 391
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Compito di realta 2

Il volume di una botte
La formula:
_ﬂ 2 2
V= 12(2D +d*) [1]

esprime, con buona approssimazione, il volume V di una botte a doghe circolari, dove h rappresenta l'altezza della
botte, D il diametro della sezione piti larga (a mezza altezza) e d il diametro delle due basi.

BB Verifica che se D = d, cioé se la botte & perfettamente cilindrica, la formula [1] fornisce effettivamente il volume

di un cilindro di altezza h e raggio di base r = %

A 1l bottaio Vincenzo produce botti di dimensioni h =D =80 cm e d = 60 cm. Calcola la capacita delle botti di
Vincenzo (trascurandone ovviamente lo spessore). Approssima al litro.

BN Si vuole costruire una botte simile a quella di Vincenzo, ma di capacita dimezzata. Per quale costante di propor-
zionalita k occorre dividere le dimensioni h, D e d calcolate al punto 2 per ottenere le dimensioni della botte piu pic-
cola desiderata?

k=2

Blk=v2
Clk=32
Dk=42

Individua la risposta corretta e giustificala; calcola poi le dimensioni della botte «piccola» e controlla che la sua capa-
cita é effettivamente la meta (all’incirca) della botte di Vincenzo.

Vincenzo ipotizza una formula piu facilmente memorizzabile per calcolare il volume delle botti:

D+d)2
4

V= nh( [2]

Egli la giustifica cosi: «Il volume di una botte & all’incirca quello di un cilindro di uguale altezza e di raggio
1 (D d) D+d
r=—|=—+=|=
2\2 2 4
sezioni della botte». Alberto, un amico di Vincenzo, cerca di dissuaderlo: «se utilizzassi la formula [2], invece della
[1], per calcolare il volume delle botti che produci, commetteresti un errore superiore al 10%!».

, cioe di raggio uguale alla media aritmetica tra il raggio massimo e il raggio minimo delle

W Verifica che Alberto ha ragione.

Alberto aggiunge che la [2] presenta un ulteriore importante difetto: se D > d (cioe se la botte non ¢ perfettamente
cilindrica, come accade in pratica), essa fornisce sempre una stima per difetto della capacita della botte.

L% Risposte p. 391

IEl Verifica che anche quest’ultima affermazione di Alberto & corretta.



Calcolo integrale ed
equazioni differenziali

Nel Volume 4, con lo studio delle derivate e delle loro ap-
plicazioni, abbiamo presentato i pit importanti elementi del
calcolo differenziale.

Le prossime Unita saranno dedicate a un altro ramo fonda-
mentale dellanalisi infinitesimale: il calcolo integrale.

Dal punto di vista geometrico il calcolo integrale nasce in
relazione al problema del calcolo delle aree di regioni a
contorno curvilineo.

Anche Pintegrale definito, come il concetto di derivata di
una funzione in un punto, verra introdotto come un parti-
colare limite, che scopriremo intervenire in svariate applica-
zioni.

Dopo avere presentato il concetto di integrale definito,
scopriremo un nesso profondo tra il calcolo differenziale e
il calcolo integrale, espresso dal cosiddetto teorema fonda-
mentale del calcolo.

Infine, vedremo come le equazioni differenziali, in cui com-
paiono le derivate della funzione incognita, rappresentino
un modello adatto alla descrizione di numerosi fenomeni di
varia natura.

Lintegrale indefinito

Lintegrale definito

Le equazioni differenziali

PREREQUISITI

@ Conoscenze di base di geometria nel piano e nel-
lo spazio

@ Limiti e continuita

¢ Calcolo differenziale

@ Utilizzare gli strumenti del calcolo integrale nella

descrizione e modellizzazione di fenomeni di va-
ria natura




2 Approfondimenti

o Videolezioni

] Esercizi interattivi

ATTENZIONE!

La caratterizzazione delle
primitive data nel Teorema 1
vale a condizione che la
funzione venga considerata
su un singolo intervallo.

Per esempio, consideriamo

la funzione f(x) = L
nell’insieme X
E = (-, 0) U (0, +=)
Allora entrambe le funzioni:

gx)=1In x|

In|x|+1 x<0

u(x) = {

Injx] -1 x>0

sono primitive della funzione

fin E, ma non differiscono
per una costante.

L'integrale indefinito

! Primitive e integrale indefinito

Consideriamo il seguente problema.

4 PROBLEMA

Data la funzione v(f) che esprime in ogni istante la velocita di un punto materiale che
si muove su una fissata traiettoria rettilinea, risalire alla legge oraria del punto, cioe
alla funzione s(f) che esprime la posizione del punto in funzione del tempo.

Sappiamo che la funzione v(f) ¢ la derivata della legge oraria:
V(D) = (1)

Dunque, se conosciamo v(t) e vogliamo risalire alla legge oraria, dobbiamo trovare
una funzione s(¢) la cui derivata sia v(t).

Pit in generale, possiamo porci il seguente problema: data una funzione f, esiste una
funzione la cui derivata sia f? Una tale funzione, se esiste, & detta primitiva di f, nel
senso precisato dalla seguente definizione.

DEFINIZIONE | Primitiva

Una funzione F si dice primitiva di una funzione fin un intervallo I (o nell'unione
di piu intervalli) se ¢ derivabile in I e per ogni x € I la sua derivata in x ¢ uguale a
f(x), ciog se:

F'(x) = f(x)

perognix el

ESEMPI Alcune primitive

a. La funzione F (x) = x* & una primitiva di f(x) = 2x in R; infatti: F'(x) = f(x).
b. La funzione F(x) =Inx ¢ una primitiva di f(x)= % nell’intervallo (0, +oo).

c. La funzione F(x) = sinx ¢ una primitiva di f(x) = cosx in R.

E facile rendersi conto che la primitiva di una funzione non ¢ unica. Per esempio,
oltre alla funzione F(x) = x%, anche G(x) = x>+ 1 & una primitiva di f(x) = 2x. Sono
primitive di f(x) = 2x anche tutte le funzioni definite da un polinomio della forma
x*+ ¢, dove ¢ & un numero reale qualsiasi; le primitive di f(x) sono dunque infinite:

calcolo della derivata
unico risultato

F(x) =x*
F() = —1
F(x)= X +43

Fi(x)= X+ 1

2

"cerca delle primitive
infiniti risultati

In generale, vale il seguente teorema.

TEOREMA 1 | Caratterizzazione delle primitive su un intervallo
Se F ¢ una primitiva della funzione fin un intervallo I, allora I'insieme di tutte e
sole le primitive di fin I & costituito dalle funzioni:

Gx)=F(x)+c¢ al variare di ¢ nell’insieme dei numeri reali



Unita 2 Lintegrale indefinito

DIMOSTRAZIONE
¢ Poiché l'operazione di derivazione ¢ lineare e la derivata di una costante ¢ zero,
risulta:

%F(x)+-%c = f0)+0=f(x)

Dunque tutte le funzioni del tipo F (x) + ¢ sono primitive della funzione fin L.

(PG o) =

¢ Sia G(x) una primitiva di fin [; allora:
<G~ Fl = 4G x) - F(x) = ()~ (1) =0

Poiché se una funzione ha derivata nulla in un intervallo é costante (lo avevamo
mostrato come conseguenza del teorema di Lagrange), ne segue che esiste c € R

per cui:

Gx)—-F(x)=c perognix € [
ovvero

G(x)=F(x)+¢ perognixe

Dunque solo le funzioni del tipo F (x) + ¢ sono primitive della funzione fin L.

Geometricamente, il teorema afferma che si possono determinare tutte le primitive
di f(x) in un intervallo a partire da una di esse mediante delle traslazioni verticali

(Fig. 1).

P
L
R

~ua

Figura 1 Le primitive della funzione y = 2x sono le funzioni y = x> + ¢, al variare di cin R.
In figura sono rappresentate le parabole corrispondenti ai valoric=-4, c=-2,c=0, c=3.
Dal grafico di una primitiva (per esempio da quello di y = PY) possiamo ottenere quelli di
tutte le altre primitive mediante opportune traslazioni verticali.

Se si vuole determinare la primitiva il cui grafico passa per un particolare punto del
piano, si deve determinare la costante c che la caratterizza.

ESEMPIO  Primitiva passante per un punto
Determiniamo la primitiva di f(x) = 2x il cui grafico passa per il punto P(3, 2).

Abbiamo visto che 'insieme delle primitive della funzione f(x) = 2x ¢ formato dalle
funzioni F(x) = x* + ¢, con ¢ € R. Imponendo il passaggio per il punto P(3, 2) otte-
niamo la condizione 2 =3*+c¢,dacuic=—7.

Pertanto la primitiva cercata é:

Fl)=x*-7

Dimostreremo nella prossima Unita che se una funzione ¢ continua in un inter-
vallo I allora ammette primitiva in I. Lesistenza della primitiva puo invece venire
meno nel caso in cui la funzione non sia continua in I, come mostra il seguente
controesempio.




OSSERVA

In generale si puo
dimostrare, ragionando in
modo simile all’esempio a
fianco, che se una funzione
presenta dei punti di
singolarita di tipo salto in un
intervallo / non puo
ammettere primitiva.

MODI DI DIRE

Talvolta, al posto del termine
«integrazione», si usa il
termine «antiderivazione»,

il quale suggerisce in modo
immediato che i
procedimenti di integrazione
e derivazione sono inversi.

PER LA PRECISIONE

Dato che l'integrale
indefinito & un insieme di
funzioni, le uguaglianze che
coinvolgono integrali
indefiniti vanno lette come
uguaglianze tra insiemi. In
particolare, la scrittura:

[f(x)dx = F(x) + ¢

€ un modo conciso per
scrivere che l'integrale
indefinito al primo membro
e uguale all’insieme costituito
dalle funzioni di espressione
analitica F(x) + ¢, al variare di
ceR.
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CONTROESEMPIO Una funzione che non ammette primitiva

Consideriamo la funzione f: [-1, 1] — R definita da:

_ 1<
f(x):{1 se —1<x<0
1T se0<x<1

Dimostriamo che essa non pué ammettere primitiva nell‘intervallo [-1, 1].

Se tale funzione ammettesse una primitiva, quest’ultima dovrebbe essere una pri-
mitiva della funzione costante uguale a —1 nell’intervallo —1 < x < 0 e una primitiva
della funzione costante uguale a 1 nell’intervallo 0 < x < 1. Quindi sarebbe del tipo:

—-x+q
F(x)z{

X+6

se -1<x<0

se 0<x<1

per qualche ¢y, ¢, € R. Ma questa funzione non ¢ derivabile in x = 0 per alcun valore
di ¢}, ¢; € R. Dunque non puo esistere una primitiva della funzione f nell’intervallo

[-1, 1], dovendo tale primitiva essere derivabile, per definizione, in tutti i punti
dell’intervallo.

Lintegrale indefinito

Abbiamo visto come associare a ogni funzione derivabile la sua derivata e abbiamo
chiamato questa operazione derivazione. Il procedimento inverso consiste, data una
funzione f, nel determinare, se esistono, tutte le sue primitive. Chiamiamo questa
operazione integrazione e il risultato dell’operazione, cioe¢ I'insieme di tutte le primi-
tive di una funzione assegnata, integrale indefinito.

DEFINIZIONE

Linsieme di tutte le primitive di una funzione f si dice integrale indefinito della
funzione f e si indica con il simbolo:

[ £60) dx

che si legge «integrale indefinito di f(x) in dx».

Integrale indefinito

Limitandoci a considerare le primitive di f definite in un intervallo, per il Teorema 1
possiamo scrivere che:

il simbolo dxindica la variabile
rispetto cui si effettua
I’integrazione

le primitive di fsu un

intervallo differiscono
per una costante

e |II

N |

' '\‘ |
diintegs:“?z?c?l!\z_r- ((X)dx = LF()() + Cr

i {

. .
€ una primitiva
della funzione f

la funzione f
¢ la funzione
integranda

ESEMPI Qualche integrale indefinito

a. J.Zxdx=x2+c b. Jcosxdx=sinx+c c. Iexdx:ex+c

Supposto che una funzione ammetta primitive, come é possibile individuarle? Alla
risposta a questa domanda (almeno nei casi pitt semplici) saranno dedicati i prossimi
paragrafi di questa Unita.
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! Integrali immediati

Iniziamo il nostro percorso alla scoperta dei principali metodi di integrazione, ossia
dei metodi per determinare la primitiva di una data funzione. In questo paragrafo
presentiamo il metodo di integrazione per scomposizione.

La tabella delle primitive delle funzioni elementari

Tutta la teoria dell’integrazione si fonda sulla seguente tabella, che si ottiene leg-
gendo «in senso inverso» la tabella delle derivate delle funzioni elementari. Tutte le
formule della Tab. 1 possono essere verificate derivando il secondo membro e verifi-
cando che la derivata ¢ uguale alla funzione integranda.

Tabella 1
Primitive delle funzioni elementari
[kdx =kx+c keR []
XO<+1
Jx“dx: +c aeR, o=-1 [2]
o+1
Il dx=In|x|+ ¢ [3]
X
Isinxdx:—cosx+c [4]
J.cosxdx=sinx+c [5]
J‘ ! dx:'[(1+tan2x)dx:tanx+c [6]
cos?x
J ,12 dx:J(1+cot2x)dx=—cotx+c [7]
sin‘x
J.exdx=ex+c [8]
aX
X —
Ja dx—lna+c [91

J- x21+1 dx = arctan x + ¢ j = -1|-k2 dx = %arctan%+ c [10]
j;dx=arcsinx+c J-;-dx=arcsini+c [11]
V11— x2 N k

E importante osservare che la [2] (similmente alla corrispondente formula di deriva-

zione) permette di calcolare le primitive di tutte le funzioni che possono essere scritte
1

sotto forma di potenza con esponente diverso da —1, quali per esempio: vx , ¥x, =
X

Lunica funzione potenza che non puo essere integrata mediante la [2] & i x7%; per
questa funzione la [2] perde significato e bisogna applicare la [3].

ESEMPI Integrali di funzioni potenza

Calcoliamo i seguenti integrali:

a. | x3dx b. Jld c. [Vx dx
I 2 .f
3+1 4
a. Jx3dx= ;C+1 +C=%+C Formula [2]
1 (. x oy ~
b. J7dx—Jx dx = Tl +c 1 +C——;+C Formula [2]
1 J2_+] % 2 3
c. JJ?dx:szdx: X te=Ztc=2xTrc==xJx +c Formula [2]
2 2

ATTENZIONE!

Non bisogna dimenticare
che una primitiva di una
funzione ¢, per definizione,
una funzione derivabile:

le formule in tabella sono
quindi valide in ogni
intervallo in cui la primitiva
soddisfa questa proprieta.
Per esempio, la formula:

J.ldx:ln [x] + ¢
x

e valida in ogni intervallo
che non contiene l'origine.

MODI DI DIRE

Gli integrali della tabella
sono detti integrali
immediati.




ATTENZIONE!

Quando si scrive un integrale
come somma di due o piu
integrali, invece di utilizzare
una costante di integrazione
per ogni addendo, ne si
utilizza una sola, ¢, che si
aggiunge alla fine, dopo aver
calcolato gli integrali dei
singoli addendi.
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La linearita dell’integrale indefinito

Una fondamentale proprieta dell’integrale indefinito & quella di essere lineare, vale
a dire: I'integrale della somma di due funzioni ¢ la somma degli integrali delle due
funzioni, e I'integrale del prodotto di una funzione per una costante ¢ il prodotto
della costante per I'integrale della funzione. Questa proprieta ¢ una immediata con-
seguenza del fatto che 'operazione di derivazione ¢ lineare.

PROPRIETA | Linearita dell’integrale indefinito

a. [[f)+g(ldx = [ flx)dx + [ g(x) dx [12]
b. [k f6)dx=k-[fx)dx  perognikeR [13]

Le proprieta [12] e [13], unitamente alle formule [1] e [2], ci consentono di calco-
lare in particolare I’integrale indefinito di qualsiasi funzione definita da un po-
linomio.

ESEMPIO Integrale di un polinomio
Calcoliamo J(x3+ 2x%—1) dx.

Abbiamo:
4 3
3 2 _[.3 2 - X X
J(x +2x—1)dx—Jx dx+2_[x dx—'[dx: = +2 3 x+c¢

per la linearita dell’integrale applicando ia [2] ela [1]

Integrazione per scomposizione

Abbiamo ora tutti gli strumenti per presentare il metodo di integrazione di cui ab-
biamo parlato all’inizio di questo paragrafo, il cosiddetto metodo di integrazione
per scomposizione. Esso consiste nel cercare di scrivere la funzione da integrare, se
possibile, sotto forma di combinazione lineare delle funzioni elementari di cui in
Tab. 1 abbiamo indicato le primitive. L'integrale puo cosi essere calcolato sfruttando
la proprieta di linearita.

ESEMPI Integrazione per scomposizione

Calcoliamo i seguenti integrali:

3
a. JX ;1 dx b. J’_1—3xex dx
X X

a. Possiamo scrivere la funzione da integrare come somma di funzioni potenza
mediante semplici manipolazioni algebriche:

3 3
Jx—-;ldx=j(x—2+%)dx=J‘(x+%)dx=jxdx+j%dx:
x x x x 1 x

linearita dell'integrale
-1 2 1

2
= Jx dx+Jx_2dx = x—+x—+c=x———+c Formula [2]
2 -1 2 X

b. Mediante semplici manipolazioni algebriche possiamo scrivere la funzione da
integrare come differenza di funzioni elementari di cui sappiamo calcolare le
primitive:

J‘ 1—3X€x dx :J(L _3ex)dx :J‘de - 3Jexdx =
x x 1Y X

linearita dell’integrale

=In|x| — 3e*+c¢ Formule [3] e [8]
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I Integrazione di funzioni composte

e per sostituzione

Integrazione di funzioni composte
I metodi di integrazione che presentiamo in questo paragrafo si ricollegano sostan-
zialmente al teorema di derivazione delle funzioni composte. Nel Volume 4 abbiamo
visto che se f e g sono due funzioni derivabili, allora anche la funzione composta
g(f(x)) e derivabile, e risulta:

D g(f(0) =10 - g(f(x)

Questa formula puo essere riletta in termini di integrali indefiniti come segue:

[ £ g (fedx = g(fx)+c [14]

Per esempio:

¢ nel caso particolare in cui g(x) = sinx, quindi g’(x) = cosx, la [14] diventa:

J.f,(x) cos f(x)dx =sin f(x)+c

* nel caso particolare in cui g(x) = xo+

diventa:
[f ()]

[Frwe i d =1 e = [ Felfwde=-L2

Ragionando analogamente, si ottiene la seguente tabella, che generalizza quella pre-
sentata nel paragrafo precedente.

Tabella 2

, con o # —1, quindi g’(x) = (o + 1)x*, la [14]

+c

Primitive di funzioni composte MODI DI DIRE
atl Gli integrali della Tab. 2 sono
jf’(x) ()] *dx = & +cC o % -1 [15] detti talvolta integrali quasi
o+1 immediati.
MCIR
j 00 dx = In|f(x)| +c [16]
Jf’(x) cos f(x) dx = sin f(x) + ¢ [17]
If’(x) sin f(x) dx = —cos f(x) + ¢ [18]
[
] mdx=tan f(x)+c [19]
4—)—_’(’ X dx = —cot fx)+c¢ [20]
J sin?f(x)
f(x) e dx = e+ ¢ [21]
.f’(x) af®dx = av [22]
J Ina
[__ 0, 1 )
J TR + 2 dx = p arctan p +C [23]
0 aresin AR ¢ [24]
J (k2 = [f(0)P k

In pratica, quindi, le regole di integrazione delle funzioni elementari presentate in
Tab. 1 nel paragrafo precedente possono essere generalizzate al caso in cui l'argo-
mento della funzione integranda non ¢ x ma f(x), a patto che la funzione integranda
sia moltiplicata per f'(x).




RIFLETTI

Il calcolo al termine
dell’esempio b indurrebbe a
scrivere nell’espressione
dell’integrale indefinito >
invece di c. Poiché c é una
costante arbitraria, tanto

quanto —;, si preferisce

2 ’
tuttavia utilizzare piu

semplicemente c. Opereremo
in questo modo in tutti i casi

analoghi.

ESEMPI

1 1 1
. d =j—- d
.[ x In’x x x In2x x

. Analogamente caso b, possiamo ricondurci alla formula [18] moltiplicando e di-

X
f.j
1+x*

Unita 2 Lintegrale indefinito

Integrazione di funzioni composte

Calcoliamo i seguenti integrali:

dx

a. j(x+1)5dx b. jx(x2+1)3dx c.f

xIn?x

e. J-eHX dx f. j1+xx4 dx

d. J-sin 2xdx

9 fx_qu
) Ja-x?

6
. j(x+1)5dx I 1- (x+1)5dx—j%lL+c Formula[15]con o =5

[F(9], con PO TFOOT°

fx)=x+1

. Osserviamo la forma dell’integrale:

Jx_(xz + 1)3 dx
[F(T, con
f(x)=x*+1

Per poter applicare la formula [15], il fattore (x*+ 1)* dovrebbe essere moltiplicato
per f'(x) = 2x, mentre nel nostro caso ¢ moltiplicato soltanto per x. Possiamo
tuttavia arrivare ad avere come fattore 2x moltiplicando e dividendo per 2. Ov-
vero:

jx(x +1Pdx = j— 2-x(x? +1)3dx=—J 2x (x +1)3dx

[f(x)] con
f(x)=x2+1

moltlphcando f’(x) [f(x)] con
e dividendo per 2 f(x)=x2+1

All'ultimo integrale scritto possiamo ora applicare la formula [15], concludendo
cosi:

2, Y
%j 2x - (x*+1)dx = %l%)— +c= %(x2+1)4 +c

F(x) [FOF, con
f(x) = X+

—1
J- (lnx)_zdx— (In x) +c=— 1 +c
-1 Inx

f'(X) [f(X)] formula [15]

videndo per un fattore opportuno:

Jsiandx = J‘%'Zsin2xdx = %jZ .

sin 2x dx =
f(x) sinf(x)

= %(—cos 2x+c¢) = —% cos2x+c

formula [18]

e. Procediamo analogamente ai casi b e d:

ferseax =j(—l)-(—sel—3x)dx ) [ R G L e
fx) € formula[21]
f'(x)

1
jl (x 2)2 __J1+(x )2 T?arctanx2+c
1+ [f(x)]? J f'(x)

T FOOL dx =arctan f(x) + c
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e
=Jx(4—x2)_%d"‘,[ﬁd __2.[_2x(4 il T Jm

1, FOO TF12
2y 2"
= ; (4- ch ) —arcsin%+c= 1
— — f o+
p 2! A Hf’(x)-[f(x)]“ ax = O,
J’; dx = arcsin = + ¢
=—J4—x? —arcsin%+c VK2 — x? k

ATTENZIONE!

Abbiamo visto negli esempi precedenti che per ricondurre un integrale a una delle forme
della Tab. 2 & spesso utile moltiplicare e dividere per una costante. Sarebbe un grave errore
applicare lo stesso procedimento con una espressione algebrica invece che con una costante.
Per esempio, non e corretto scrivere:

T 3T _ 1 3 N
l&i@(‘w Sbagliato!

E lecito infatti «portare fuori» dal simbolo di integrale una costante (in forza della linearita
dell’'operazione di integrazione), mentre non & possibile portare fuori dal simbolo di inte-
grale un’espressione dipendente da x.

Integrazione per sostituzione

Un altro metodo di integrazione basato sul teorema di derivazione delle funzioni
composte ¢ il cosiddetto metodo di integrazione per sostituzione.
Esso si basa sulla seguente formula:

[25]

[fodx = [ fetrg v con x = g(f)

11 significato della [25] ¢ il seguente: se non sappiamo calcolare I f(x)dx, ma tro-

viamo una sostituzione x = g(f) per cui sappiamo calcolare I f(gt)g’t)dt, possiamo

«scaricare» il calcolo su quest’ultimo integrale, e poi tornare alla variabile x effet-
tuando la sostituzione inversa t =g (x), dove g ! indica la funzione inversa di g, nelle

pr1m1t1ve di f(g(1) g'@).
E importante notare che se x = g(t), allora il differenziale di x, per definizione, &:

dx=d(g(t) = g'(0) dt

quindi la [25] si puo rileggere come segue: nell’eseguire un cambio di variabile all’in-
terno di un integrale si deve operare come se i simboli dx e dt fossero differenziali: un
cambio di variabile x = g(f) all’interno di un integrale prevede anche la sostituzione
all’interno del simbolo dx di «differenziale».

Tenendo conto anche di quest'ultima osservazione, il metodo di integrazione per
sostituzione si puo cosi riassumere.

REGOLA

Integrazione per sostituzione

Per calcolare J. f(x) dx mediante il metodo di sostituzione si procede come segue:
1. si pone x = g(f) e si calcola dx = ¢g'(t) dt;

2. si riscrive I'integrale in termini di ¢, sostituendo g(¢) al posto di x e g'(f) dt al
posto di dx, e si calcola I'integrale nella variabile ¢ cosi ottenuto;

3. si ritorna infine alla variabile x, eseguendo sul risultato la sostituzione inversa
t=g"'(x).

ATTENZIONE!

Stiamo implicitamente
supponendo che g(t) sia una
funzione derivabile, con
derivata continua e
invertibile.

RIFLETTI

Il simbolo dx, come abbiamo
precisato quando abbiamo
introdotto il simbolo di
integrale indefinito, non ha
alcun particolare significato,
se non quello di indicare la
variabile di integrazione. Il
fatto di poter operare come
se dx fosse un differenziale &
un puro artificio di calcolo
(che getta luce pero sul
motivo per cui negli integrali
si utilizza la notazione con

il dx).
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Approfondimento
Particolari
sostituzioni per
I'integrazione

di funzioni
goniometriche e di
funzioni irrazionali

3 Esercizi p. 104

ESEMPIO Integrazione per sostituzione

Calcoliamo Jx\!x -1 dx.

> 1° passo Scelta della sostituzione

Poniamo v/x —1 =t, ossia x — 1 = £, da cui:
x=1+¢ g =1+ 12

Ne segue che:

dx=2tdt dx=g'(t) dt

» 2° passo Riscriviamo l'integrale in termini di ¢ e calcoliamolo

_[x\/x—ldx:j(lftz) ot 2tdt=
x  Jx-1 dx

_ 20 ey 74— A [ 42 473, 23,25
_j(2t+2t)dt_2jt dt+2jt di =St S+

» 3° passo Ritorniamo alla variabile x
Ricordiamo che abbiamo posto vx —1 =t¢:

dex—l dx=%t3+%t5+c = %\/(x—l)3 +%\/(x—1)5 +c

! Integrazione per parti

Nel paragrafo precedente abbiamo visto le regole di integrazione che corrispondono
al teorema di derivazione delle funzioni composte. In questo paragrafo presentiamo
invece la regola di integrazione corrispondente al teorema di derivazione del prodotto
di due funzioni.

In base alla regola di derivazione del prodotto di due funzioni, si ha:

D[f(x) - g(x)] =f(x) - g(x) + f(x) - g'(x)

Questa uguaglianza equivale alla seguente, in termini di integrali indefiniti:

JIf/)- g0+ f(x)- g/ () dx = f(x)- g(x)

ossia:

[0 gydx+ [ fx)- g'(x) dx = f(x)- g ()

da cui:

[ £60)-g' () dx = f(x)- )~ [ f(x)- g(x) dx [26]

La [26] esprime la cosiddetta regola di integrazione per parti; la funzione f(x) al
primo membro della [26] viene tradizionalmente chiamata fattore finito, mentre
l'espressione g’(x) dx viene chiamata fattore differenziale. Nell’applicare la [26], la
funzione f(x) che costituisce il fattore finito va derivata (perché per sviluppare il se-
condo membro occorre conoscere f'(x)), mentre la funzione g’(x) che compare nel
fattore differenziale va integrata (perché per sviluppare il secondo membro occorre
conoscere g(x)). Vediamo subito un esempio per comprendere come viene utilizzata
in pratica la [26].
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Calcoliamo JerX dx.

Scegliamo:
f=x e gx)=e*

da cui:

x & il fattore finito, e* dx il fattore differenziale

f=1 e gkx)= Iezx dx = L2
2
Applichiamo ora la regola di integrazione per parti:

fx ce¥dx=x - Le“—J. 1. Lozegy = Utilizzando la [26]

L 2 2

) 9w ) 9w  Fx) gk
=%xe2x_%'|‘62xdxz%erx_%.%eZX_i_C:
=L Loy

2 4

Lo scopo dell’applicazione del metodo di integrazione per parti ¢ di ricondursi a un
integrale piu semplice di quello di partenza: per esempio, nell’esercizio precedente

siamo partiti da Jxezx dx e ci siamo ricondotti al calcolo di un integrale quasi im-
mediato, Jez" dx . Per raggiungere questo scopo ¢ particolarmente importante sce-

gliere opportunamente il fattore finito e il fattore differenziale. Per esempio, se nel
medesimo esercizio avessimo scelto come fattore differenziale xdx e come fattore
finito e**, avremmo ottenuto:

2x _oax L o [Hox 1 2y
Ie_ a_cdx—e_ .2_x Jge_ | 2"x dx =
f(x) g'(x) f(x) g(x) f(x) g
__1_ 2,2x 2 ,.2x
=3 x“e Jx e~ *dx

Sebbene la formula [26] sia stata applicata correttamente, il nuovo integrale cui siamo
giunti, szez" dx, non e pill semplice, ma pitt complicato di quello iniziale (il grado
della potenza infatti ¢ salito)!

Non ¢ possibile dare regole generali per la scelta del fattore finito e del fattore diffe-
renziale, tuttavia possono essere utili le indicazioni di Tab. 3.

Lintegrale indefinito

Tabella 3
Per il calcolo degli integrali del tipo... si considera...
_[x”eX dx Jx”sin X dx Jx”cos X dx x" come fattore finito
Jx”ln X dx _[x”arcsin x dx J.x"arctan x dx x" come fattore differenziale

Il metodo di integrazione per parti puo essere applicato anche in presenza di una
sola funzione, come mostriamo nel prossimo esempio.

ESEMPIO Integrazione per parti con una sola funzione

Calcoliamo _[In X dx.

Possiamo pensare Inx=1Inx - 1 e assumere:

f)=lnx e g)=1

OSSERVA

Per g(x) possiamo scegliere
qualsiasi primitiva;
sceglieremo per semplicita
quella con costante nulla.

ATTENZIONE!

In Tab. 3 si suppone che n
indichi un intero positivo.
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Ne segue:
4 = L = =
)= ~ € g(x) J.ldx X

Pertanto:

Jlnxdxzjlnx ldx=Ilnx - x—_’.% s xdx =

fx) g™ f g fx) g(x)

lenx—Jldxlenx—x+c

Talvolta il metodo di integrazione per parti va utilizzato ripetutamente.

ESEMPIO Integrazione per parti ripetuta

Calcoliamo szsin X dx.

Osserviamo che si tratta di un integrale del tipo Ix”sin x dx.

Come suggerito in Tab. 3, assumiamo come fattore finito x*:
f)=x* e g'(x)=sinx

dacui: f(x)=2x e g(x)= Isin xdx = —cosx

Abbiamo allora:

szsin x dx = x*(—cos x) — IZx(—cos x)dx =

=—x%cosx + ZJx cos x dx [27]

Lintegrale ottenuto & piu semplice di quello di partenza perché la potenza si ¢ ab-
bassata di grado, ma va ancora calcolato per parti; assumiamo:

f)=x e g(x)=cosx
dacui: f(x)=1 e gx)= _[cos xdx =sinx

Ne deduciamo il seguente sviluppo della [27], che conclude il calcolo del nostro
integrale:

—x2?cosx + 2.[x cosx dx =

=—x%cosx + Z(x sin x — Jl -sin x dx) =

= —x?cos x + 2x sin x — 2(—cos x)+ ¢ =

=—x%cosx+2xsinx+2cosx+c

Tieni presente infine che la regola di integrazione per parti ¢ spesso utile per inte-
grare il prodotto di due funzioni, ma non ¢ sempre utile. In molti casi I'integrazione
va effettuata con i metodi presentati nei paragrafi precedenti. Ecco di seguito un
esempio esplicativo.

ESEMPIO Un caso in cui il metodo di integrazione per parti non & utile
Calcoliamo J‘xzexadx.

In questo caso il metodo di integrazione per parti non ¢ di alcuna utilita; 'integrale
si risolve immediatamente riconoscendo che la funzione integranda ¢ riconducibile
alla forma f"(x) e/,

NETERE || [l
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! Integrazione di funzioni razionali frazionarie

Premesse

In questo paragrafo presentiamo le tecniche di integrazione delle funzioni razionali
frazionarie, ossia i metodi per calcolare integrali del tipo:

Alx
Alx) dx
B(x)
essendo A(x) e B(x) due polinomi.
La prima osservazione importante ¢ che € sempre possibile ricondursi a un integrale
in cui il grado del numeratore & minore del grado del denominatore.

Infatti, se questa condizione non fosse verificata, detti Q(x) ed R(x) il quoziente e il
resto della divisione di A(x) per B(x), avremmo:

A(x) =B(x) - Q(x) + R(x), con grado di R(x) < grado di B(x)

quindi:
Al . _ (B@)-Q0)+RE) R
J B(x) J B ﬂfz(f’ e )jd"

polinomio
il grado di R(x) € ora
minore di quello di B(x)

In conclusione: la funzione integranda puo sempre essere riscritta come somma di un
polinomio e di una funzione razionale frazionaria in cui il grado del numeratore é
minore di quello del denominatore.

ESEMPIO Decomposizione della funzione integranda nel caso in cui il grado
del numeratore sia maggiore di quello del denominatore

4
dx.

. X
Calcoliamo >
x“+1

o Effettuiamo la divisione tra numeratore e denominatore
La divisione tra x* e x* + 1, svolta qui a fianco, fornisce: X X+

A2 2 _
Q) =x*-1 e R =1 % X
Ne segue che: Y G |

x = (x 1)(x + 1) + 1 [28]

A(X) Q(X) B R (X)

o Riscriviamo l'integrale e calcoliamolo
28] R(X)

(= 1)(x? +1)+1 2= 1 4 21 di =
2+1 x*+1 S XL

= J‘(x2 1)dx+j

polinomio
funzione razionale con

numeratore di grado minore
del denominatore

1 dx =
1

X3
=T—x+arctanx+c

Nell’esempio precedente la decomposizione della funzione integranda ci ha condotti
a un polinomio e a una funzione razionale frazionaria di integrazione immediata;
non sempre pero cio accade, pertanto occorre stabilire delle tecniche generali per
integrare le funzioni razionali in cui il grado del numeratore ¢ minore di quello del
denominatore. Distinguiamo vari a casi, a seconda del grado del denominatore.




OSSERVA

Stiamo supponendo il
numeratore di grado minore
del denominatore, quindi se
il denominatore e di primo
grado, il numeratore deve
essere di grado 0, ossia una
costante k.

OSSERVA

Stiamo supponendo il
numeratore minore del
denominatore, quindi se il
denominatore e di secondo
grado, il numeratore deve
essere di primo grado o di
grado 0.

SUGGERIMENTO

Per il calcolo dei coefficienti
A e B, una volta giunti
alla [31], anziché impostare e
risolvere il sistema si poteva
procedere piu rapidamente
ragionando come segue.
Dovendo la [31] risultare
un’identita, deve essere
soddisfatta per ogni valore
di x, in particolare deve
essere soddisfatta per x=2e
per x =1 (valori che
annullano i coefficienti
di A e di B). Sostituendo
nella [31] questi valori di x si
giunge direttamente ai valori
diAeB:
e per x =2 la [31] diviene

2 =B, ossia B=2;
eper x =1 la[31] diviene

1=A(-1), da cui A=-1.
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Il denominatore é di primo grado

In questo caso 'integrale si presenta nella forma f

Un integrale di questo tipo si puo sempre ricondurre alla forma f—L dx, quindi
le primitive sono funzioni logaritmiche. £

ESEMPIO
F()
1 1 2 1 (2
= |5 == =Linpx+3)+
j2x+3 L e J:zx_+3: dx = Infx+3] + c
f(x)
Il denominatore ¢ di secondo grado
In questo caso I'integrale si presenta nella forma %dx.
ax“+bx+c

Le tecniche di integrazione sono diverse a seconda del discriminante del trinomio
ax*+bx +c.

1° caso: il discriminante ¢ maggiore di 0
Se A > 0, il trinomio ax? + bx + ¢ ha due radici reali distinte x,, x,. La tecnica di inte-
grazione consiste nel trovare due numeri A e B tali che:
+ A B
rznx L + seA>0
ax“+bx+c

[29]

In questo modo la funzione integranda originaria risulta decomposta nella somma
di frazioni (dette fratti semplici) i cui integrali sono immediati.

ESEMPIO Il denominatore é di secondo grado e ha discriminante positivo
Calcoliamo Jz; dx.
X°=3x+2

« Scomponiamo il denominatore, dopo aver verificato
che il discriminante & positivo

E facile verificare che il discriminante del denominatore & positivo e riconoscere
che:

x=3x+2=(x—1)(x-2)

o Riscriviamo opportunamente la funzione integranda
Cerchiamo due numeri A e B in modo che:
x A B
= -

x*=3x+2 x-1 x-2 (301
La [30] implica, moltiplicando i due membri per (x — 1)(x — 2):

x=A(x—-2)+B(x-1) [31]
ossia:

x=(A+B)x—-2A-B [32]

I due polinomi al primo e secondo membro della [32] sono uguali se e solo se hanno
lo stesso coefficiente di x e lo stesso termine noto, da cui il sistema:

A+B=1
—-2A—-B=0

che risolto fornisce A =—1, B =2. Pertanto:
: X __ 1 n 2
x“—3x+2 x—-1 x-2
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« Calcoliamo l'integrale

[t [+ )

x“—3x+2 x—-1 x-2

=—f L dx+2f 1
x—1 X —

2° caso: il discriminante ¢ uguale a 0

Se A=0, il trinomio ax* + bx + ¢ & un quadrato, diciamo (px + g)*. La tecnica di in-
tegrazione consiste nel trovare due numeri A e B tali che:

mx+n ____A + B
ax>+bx+c  px+q (px+q)

: dx=—In|x—1+2In|x-2|+¢

seA=0 [33]

Come nel caso precedente, questo procedimento consente di ricondursi a integrali
immediati.

ESEMPIO |l denominatore ¢ di secondo grado e ha discriminante nullo

Calcoliamo JZX;Z dx.
X—6x+9

o Scomponiamo il denominatore
E immediato riconoscere che:

K2 —6x+9=(x—3)>

« Riscriviamo opportunamente la funzione integranda
Cerchiamo A e B in modo che:

x+2 A B
x—6x+9 x-3 (x-3)2 341
Con le stesse tecniche viste in uno degli esempi precedenti si ricava A = 1, B =5.
Dunque:
x+2 1 n 5
x*-6x+9 x-3 (x-3)?

« Calcoliamo l'integrale
x+2 1 5 1 5
————dx= +——|dx= | ——dx+ | ——=dx=
fx2—6x+9 _[[x—3 (x—3)2} x—3 J(x—3)2

- f 1
x—3
IN UN ALTRO MODO Funzuom-rz.tzwn.all |nte§;rate senza

scomposizione in fratti semplici

Il metodo esposto negli ultimi due esempi ha il pregio della generalita, ma talvolta
puo essere piu rapido risolvere I'integrale per altre vie. Per esempio:

Ayl
dx+5j(x—3)‘2dx=ln|x—3|+5(x—_fL+c=ln|x—3|— St

x . . . \ . b
¢ per calcolare j4 1 dx conviene riconoscere che si pud ricondurre I’inte-
x —_—

grale alla forma Y dx e procedere come segue:

fx)
f . ——j —Bx dx——ln|4x2—1|+c
4x°—1
e per calcolare jzx— dx conviene riconoscere che si puo scrivere:
x—4x+4

x—3 (x—2)—1
— 270  g= | 2T gy =
Jx2—4x+4 x J (x—=2)° x

_ 1 B 1 _ _ 1
_Jx_zdx J(x_z)zdx—lnpc 2|+x—

+c
2
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3° caso: il discriminante ¢ minore di 0
In questo caso il trinomio ax? + bx + ¢ & irriducibile. La tecnica di integrazione pre-
vede due sottocasi:

a. se il numeratore della funzione da integrare ¢ una costante, la strategia ¢ quella di
ricondurre I'integrale, con la tecnica del completamento del quadrato, alla forma
seguente (conseguenza dell’integrale notevole [23]):

dx = Lalrctan xtm

1
f (x + m)*+ k? k k
b. se il numeratore della funzione integranda ¢ di primo grado, la strategia ¢ invece
quella di scrivere la funzione integranda come somma di due addendi, uno avente al
numeratore un multiplo della derivata del denominatore (che, integrato, porta a una
funzione logaritmica) e uno avente al numeratore una costante (che, integrato con la
strategia indicata nel sotto-caso precedente, porta a una funzione arcotangente).

+c [35]

Il modo di procedere apparira piu chiaro dai seguenti esempi.

ESEMPIO Il denominatore ¢ irriducibile e il numeratore & un numero

1

Calcoliamo | —5————dXx
x“+3x+4

Per ricondurci alla forma [35] dobbiamo scrivere il denominatore come somma di
due quadrati. A tale scopo si puo utilizzare la tecnica del completamento del qua-
drato; consideriamo i primi due termini che compaiono al denominatore (cioé
x* + 3x) e ricordiamo che se aggiungiamo a questi due termini il quadrato della

2
meta del coefficiente di x, cioe (%) , otteniamo un quadrato; infatti:

)
x+3x+(2 x+3x+4 x+2

Pertanto sommiamo e sottraiamo % al denominatore della funzione integranda:

J‘% dx = J 19 5 dx = Completando il quadrato
x+3x+4 K43t — 2+ 4
4, 4
quadrato
: 3 dx = 1 > dx = Mettendo in evidenza
3\, 7 3V (V7 la somma di quadrati
X+ 2 + 4 x+? + D) al denominatore
3
x+=
1 2 2 2x+3
= arctan +c¢=—f=arctan ===+
7 J7 J7 7
2 2 . 1 1 xX+m
Ricordando che J ot My K dx = | arctan——+c
ESEMPIO Il denominatore ¢ irriducibile e il numeratore & di primo grado
. x+5
Calcoliamo | ———
j X2+ 2x+3

Lobiettivo, come abbiamo spiegato all’inizio, ¢ di riscrivere la funzione integranda
come somma di due addendi, di cui uno avente al numeratore un multiplo della
derivata del denominatore e altro avente come numeratore una costante.

Poiché la derivata del denominatore della funzione da integrare risulta in questo
caso 2x + 2, cerchiamo due numeri A e B in modo che risulti:

x+5 AQ2x+2) + B
X +2x+3  x242x+3  x2+2x+3

[36]

Deve essere x +5=2Ax + 2A + B, da cui si ricava immediatamente A = % e B=4.
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Pertanto:

J‘x—+5 dx = Integrale da calcolare
x?+2x+3
1 %42 1 Utilizzando la [36] con

— X —

=7 jx2+2x+3 dx +4 jx2+2x+3 dx= A:%eB:4 e la linearita

T ! T ! dell'integrale
questo integrale porta questo integrale porta

a una funzione logaritmo  a una funzione arcotangente

al denominatore
del secondo integrale

1 1 .
=—In(x*+2x+3)+ 4f— dx = Completando il quadrato
2 ( ) (x+1)%+2

1 1
=—In(x*+2x+3)+ 4j— dx = Mettendo in evidenza
2 (x+17%+ ({2 la somma di quadrati
al denominatore

:%ln(x2+2x+3)+4-%arctan%+c

dx = L arctan X Jlr(m-- +cC

1
Ricordando che : =
J (x + my*+ k* k

Il denominatore é di grado superiore al secondo

B(x)
abbia grado minore di B(x)), si procede come segue:

Per calcolare JM dx nel caso in cui B(x) abbia grado superiore al secondo (e A(x)

1. si scompone anzitutto B(x) nel prodotto di fattori di primo grado o di fattori irri-
ducibili di secondo grado;

2. si riscrive la funzione integranda come somma di frazioni (dette fratti semplici)
aventi come denominatori i fattori di B(x); questa decomposizione si effettua se-
condo le corrispondenze riassunte in Tab. 4;

3. si applicano alla funzione cosi decomposta le tecniche di integrazione note.

Tabella 4
Fattore n'el-la . Addendo corrispondente nella scomposizione di AAES)
scomposizione di B(x) in fratti semplici Bk
ax+b &
ax+b
A A A
r 1 2 L
(ax +b) ax+b (ax + b)? et (ax + by
ax’> + bx+ ¢ .5 1.
ax®+ bx + ¢
Ax +B Ayx+B Ax +B
2 r 1 1 2 2 —_—
(ax“+ bx+ ¢ ax?+bx+c | (@P+bx+c? T (ax*+bx+0)

Per esempio:

. ...cercheremo una scomposizione in fratti semplici
Per integrare...

del tipo
1 A, B __C_
x(x—Nx-2) x x-1 x-2
X+ A B C
=1 X1 (=% " (x=1)°
2x—1 A Bx +C
—eX ol +
(x + D(x*+2) x+1  x2+2
1 A B C Dx + E
2:2 + + 7t >
X+ 2)(x=1(x* + 1) x+2 x=-1 (x-=1 X2+ 1

OSSERVA

Nell’espressione

% In(x%+ 2x +3) einutile
porre il valore assoluto
nell’argomento del
logaritmo, perché il trinomio
x%+ 2x + 3 risulta positivo
per ogni x € R.

SUGGERIMENTO

Per non commettere errori, &
utile tenere presente la
seguente osservazione nella
scomposizione della
funzione integranda in fratti
semplici: il numero dei
coefficienti da determinare
(da noi indicati con A, B, C,
...) € sempre uguale al grado
del denominatore della
funzione integranda
originaria.
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ESEMPIO Integrazione di una funzione con denominatore di terzo grado

Calcoliamo J X+1

X3+ 4x%+ 4x
o Scomponiamo il denominatore
O Hax? +ax=x(2 +4x+4) =x(x+2)?

o Riscriviamo opportunamente la funzione integranda

Cerchiamo A, B e C in modo che risulti:
x+1 A B C
==+ + 37
x(x+2P x  x+2  (x+2) 371
La [37] implica:
x+1=A(x+2)*>+Bx(x+2) + Cx [38]

La [38] deve essere vera in particolare per x =—2 e per x =0.

Per x = -2 si ottiene —1 =—-2C, da cui C = %

Per x =0 si ottiene 1 =4A, dacui A= %

Infine, tenendo conto che A :% eC= %, sostituendo nella [38] il valore x = —1
otteniamo:
1 1
= — .14 B(-1)1+=(-1
14 B+ (D)
da cui
B=—+
4
Pertanto:
x+1 1 1 1

2(x12)?  4x  4(x+2)  2k+2)

o Calcoliamo l'integrale
x+1 1 1 1
A —————— = o + =
Jx3+ 4x%+4x dx j{‘lx 4(x+2) 2(x+2)2}dx

1 (1 1 (1 1 1

SR 0 R N MU O (D e
4fx ) k2™ 2f@+2y x
1

—

2x+2) ¢

=1 |x| Ly |x+2]—
4 4

SINTESI

Metodo di integrazione delle funzioni razionali

Il procedimento per calcolare un integrale del tipo:

j 283 dx, con A(x) e B(x) due polinomi

si puod riassumere come segue.

1. Si osservano anzitutto i gradi di A(x) e di B(x): se il grado di A(x) € maggiore o uguale a quello di B(x), si effettua
la divisione di A(x) per B(x) e si riscrive I'integrale nella forma:

R(x)
J{Q (x) + m} dx

essendo Q(x) ed R(x) il quoziente e il resto della divisione.

2. In ogni caso si e ricondotti a integrare una funzione razionale frazionaria avente il numeratore di grado minore

del denominatore. La tecnica di integrazione & diversa, a seconda del grado del denominatore:

e seil grado del denominatore & 1, l'integrale € immediato;

e seil grado del denominatore & 2, occorre stabilire se il discriminante del denominatore & maggiore, minore o
uguale a zero, quindi procedere come indicato negli esempi precedent;;

e seil grado del denominatore & maggiore di 2, occorre scomporre il denominatore in fattori di primo grado o
di secondo grado irriducibili, riscrivere la funzione da integrare come somma di frazioni semplici, quindi
integrare queste ultime (che hanno denominatori di primo o secondo grado) mediante le tecniche viste ai
punti precedenti.
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COLLEGHIAMO | CONCETTI I vari metodi di integrazione

tuno varia a seconda dell’integrale. Possiamo comunque riassumere alcune idee utili.

grali di una delle forme della Tab. 2.

Abbiamo visto nei paragrafi precedenti vari metodi per integrare una funzione. La scelta del metodo pitt oppor-

1. Cerca, se possibile, di ricondurre la funzione integranda a una somma di integrali immediati e/o di inte-

Tecniche utili Esempi
Sviluppare una 2 g N 2 3
potenza Jx(1 + X)* dx = _[x(1 +2Xx+ x%)dx = Jx dx + 2J.x dx + J.x dx = ...
Scrivere una frazione

1+ 2x 1 2x
algebrica come j1+x2 :f1+x2 dX+f1+X2 dx = ...

somma di altre due

al numeratore uno

Sommare e sottrarre J 2, j 224 J .
2_ - 2_ = 2
stesso numero x“=2x+1 x“=2x+1 x2=2x+1

1 _
dx+2j TR dx = ...

3 e3x
e¥*—1

Moltiplicare e o 1
dividere per un J P dx = gj dx = ...

fattore numerico

Utilizzare formule

i2X oo (d=zcosx Ve 1 _
goniometriche Jsm de_f 2 dx—z.[dx ZJCOSXdX_"'

Utilizzare la tecnica
del completamento
del quadrato

1 Y R BT
J e dx—j ,74_()(_2)2 dx = ...

Moltiplicare

sin2

j 1 dx:J 1+ cosx dx:J1+COSX dx
1—cosx (1-cosx) (1+ cosx) sin? x

Ix+1+4x
I Ex+T1+x)

numeratore e
denominatore per
uno stesso termine
(in particolare
razionalizzare
un denominatore)

J 1 dx =
Jx+1-Jx Wx+1

dx:.[qx+1 dx+.|.\/;dx:...

COSX
dx+J — dx = ...
X sin? x

integranda e di applicare le relative tecniche di integrazione.

2. Se non riesci a risolvere 'integrale procedendo come indicato al punto 1, cerca di classificare la funzione

Tipo di funzione

Metodo

Si applica per esempio ai seguenti integrali:

Razionale frazionaria

Applica i metodi di
integrazione visti nel
Paragrafo 3

x2—1 J X3 J 1
dx; dx; d
fx2—4 X 211 X 13xta4

Prodotto di un polinomio
per una funzione
trascendente

Applica il metodo di
integrazione per parti

J(xz— e 2% dx; chos x dx; Iln x dx

Irrazionale

Esegui le opportune
sostituzioni (vedi la scheda
di approfondimento
richiamata alla fine del
Paragrafo 3)

dx

_[\f9—x2dx; _[\f4+x2dx; J\/x;——1

J.Ztet dt, che e calcolabile per parti.

3. Se ti sembra di non riuscire a risolvere 'integrale secondo quanto suggerito ai punti 1 e 2, prova a cercare
un’opportuna sostituzione che possa semplificare I'integrale o ad applicare la combinazione di piu tecniche
di integrazione (per parti, per sostituzione ecc.).

Per esempio, per calcolare je‘ *1 dx, I'idea pil ragionevole & tentare anzitutto una sostituzione, in modo da ri-

condursi a un integrale razionale. Ponendo + x —1 =t ed eseguendo la sostituzione ci si riconduce all’integrale

Esercizi p. 114
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Si dice primitiva di una funzione f(x) in un insieme D
(unione di uno o piu intervalli) una funzione F(x),
derivabile in D, tale che F'(x) = f(x) per ogni x € D.

Integrale indefinito -

Tutte e sole le primitive di f(x) in un intervallo I differiscono da F(x) per
una costante. L'insieme di tutte le primitive di f(x) in I si chiama integrale
indefinito e si indica con il simbolo jf(x) dx. Valgono le proprieta:

j f(x)dx = F(x) + ¢
[la ) +b-g()]dx = a [f(x)dx + b [ g(x) dx

v

e Metodi di integrazione
o+1 o+l
_[X“dX= X i c,aeRconaz-1 Jf’(x)[f(x)]“dx=m+c,ueRcona¢—1
4 a+1 . o+l
Jidx:lnlxhc Jf(—x)dx=ln|f(x)|+c
X f(x)
[exdx=e +c [Feoe®ax = e c
> ax o o)
= _[axdx=—+c _[f’(x)af(")dx= +cC
= Ina Ina
S
()
€
£
g Jcosxdx: sinx +c Jf’(x)cos f(x)dx = sin(f(x)) + ¢
5
= -
= [sinx dx = —cos x + ¢ [FG)sin F(x) dx = ~cos (F(x)) +c
> > fr(x
1 dx =tanx +c J'AZ—LdX—tanf(X)+C
cos?x cos?f(x)
f/
L ix=—cotx+c J'Azde——cotf(x)+c
sin?x sin“f(x)
Funzioni le cui primitive
sono goniometriche inverse
! _ i(—)—dx = arctan f(x) + ¢
| 321 dx = arctan x + c ) Foo+ 1
(1 . [ ) .
———gdx =arcsinx +c ——=t——dx = arcsinf(x) + ¢
L,d 1-x? ;Jv'l—[f(X)]2
[ 1 _ 1 X P&dx;larctanm.kc
S e re Voo &k K
(1 X £ (%)
—————dx = arcsin—+c¢ ———=——dXx = arcsin ——*=+ ¢
J k> = x? k J k2= [FP? k




Sotto opportune ipotesi risulta:

[ () ax - [y g'@) at

/—D

ponendo x = g(t)

Unita 2

| ESEMPIO
: jxd 1dx=[(t?-1) t-2tdt
: m_t H(g(0) g(t)
I
I
I
I

x+1=t2
x=t2-1
g()—g't)=2t

v

[Fe)- g’ dx = F(x)- g(x) = [F'(x) - g(x) dx

b 4

Per funzioni razionali fratte

Calcolo di JM dx, con A(x) e B(x) polinomi
B(x)

Grado di A(x) > grado di B(x)

Si esegue la divisione di A(x) per B(x) e si
scrive:

resto della
d|V|S|one
J—A(X) dx = JQ(X) RO
B(x) ——  B(x)
quoziente

della divisione

quindi si integrano i due termini:

RXx)

99 €

polinomio T
caso in cui il

grado di R(x)
risulta minore
del grado di B(x)

Grado di A(x) < grado di B(x)

Si cerca di ricondursi a integrali della

forma:
mx +n
J _mx+n g

ax’+bx+c

1° caso: ax? + bx + c ha A > 0 e quindi ha
due radici x; e x5.
Si cercano A e B in modo che

mx+n A 4 B
ax’+bx+c  x-X = X-X

2° caso: ax? + bx +cha A=0 e quindi &
della forma (px + g)°.
Si cercano A e B in modo che:
mx +n A B
= +

ax’+bx+c px+q (px+q)

3° caso: ax?+ bx+chaA<D0.
Se il numeratore & costante ci si riconduce
alla formula:

+m

——dx =Larctan o
(x + m)? + k? k

Altrimenti si cercano A e B in modo da
scriverlo nella forma:

j AQax+b) +J B dx

ax? +bx+c ax? +bx+c

+c [*]

immediato riconducibile
alla forma [*]




1. Primitive e integrale indefinito e \Teoria p. 74

Esercizi introduttivi
[ Is]e]

VTS T P ALe] (O [-{a0i(4] Test. I grafici nelle seguenti figure rappresentano tutti primitive di una stessa

funzione f, tranne uno. Quale?

)’“ y

.

o
~~——
/
o
<__
>
[

bl

o
ﬁ Verifica che la funzione F(x) =5x* — 3x> + 2x & una primitiva della funzione f(x)=20x> —9x> + 2.

[ Tele]
[EN Verifica che la funzione F(x) = (2x —1)e** & una primitiva della funzione f(x)= 4xe>*.

Hl Argomentare e dimostrare

X x20

non pud ammettere primitiva nell’intervallo [-1, 1].
x—1 x<0 P p [ ]

ﬁ Spiega perché la funzione f(x) = {

O
ﬁ Fornisci l'esempio di due primitive di f(x)= Ly definite in R — {0}, che non differiscono per una costante. Per-
x

¢ ché invece si puo affermare che tutte le primitive della funzione g(x) = x” definite in R differiscono per una costante?

ssssene

ﬁ Ada sostiene che, nell’intervallo (0, +o0), tutte e sole le funzioni primitive della funzione y = % sono del tipo

¢ F(x)=Inx+¢, con c € R. Secondo Riccardo, esse sono invece esprimibili nella forma F(x) = In(kx), con k > 0. Al ter-
¢ mine del confronto, comprendono di avere ragione entrambi. Sapresti spiegare perché?

Esercizi con parametri

ESERCIZIO SVOLTO

Determiniamo a e b in modo che F (x) = ax* + bx® sia una primitiva di f(x) = 8x> + 15x%

Si tratta di determinare a e b in modo che la derivata della funzione F(x) sia la funzione f(x).
Poiché:

F’(x) = 4ax> + 3bx?
affinché sia F'(x) = f(x) deve essere soddisfatto il seguente sistema, che risolviamo:
4a=28 a=2
{319 =15 = {b =5
I valori dia e b per cui ¢ soddisfatta la condizione richiesta sono quindia =2, b =>5.



L
O
(o]

B

Determina a, b e ¢ in modo che F(x) = ax® + bx* + cx sia una primitiva di flx) = 25+ %% + 3.

Determina a e b in modo che F(x) = a sin 2x + b cos 4x sia una primitiva di f(x) = 4 cos 2x — 12 sin 4x.

1. Primitive e integrale indefinito

[azé,sz,c=3}
5 4

[a=2,b=3]
= . . 3 2x s e . 3 2 1 1]
EI} Determina a e b in modo che F(x) = ae® + be** sia una primitiva di f(x) = e** — e**. [ =3 b= ey
Yole}
EEN Determina a e b in modo che F(x) = a sin 2x + b cos x sia una primitiva di f(x) = cos 2x + 3 sin x.
[a = L, b=-3
2 J
oo . : 2 o 2 1 1]
EFY Determina a e bin modo che F(x) = (ax + b)e** sia una primitiva di f(x) = xe**. [a = b= -~
ﬁ . . b . e 1 x+1
Determina a e b in modo che F(x) = aln|x]| +? sia una primitiva di f(x) = ==—. [a=1,b=-1]
x

@
o
o}

L]
[e]
[e]

Determina a, b e ¢ in modo che F (x) = (ax* + bx + c)e* sia una primitiva di f(x) = x%¢*.

Determina g, b e cin modo che F(x) =aln |x+2|+ bx? + cx sia una primitiva di flx) =

2
x+2°

Dal grafico di una funzione a quello della primitiva

Interpretazione di g
[ le]e]
E In figura ¢ tracciato il grafico della funzione y = F (x). Di quale delle seguenti funzioni ¢ una primitiva?

A .
J .

y=x2—2x

y:x2+2x

(cly=—x*+2x

[D]y=—x*-2x
Vet

/

y=f(x)

\/o

Figura a

Y Y S

y=FX)

o .

AV

x
"

Quale tra i due grafici in Figg. b e ¢ rappresenta una primitiva della funzione fil cui grafico ¢ tracciato in Fig. a?

A [
2 4 4 -
O x-; O x=
Figura b Figura c




Lintegrale indefinito

| 18 JESERCIZIO SVOLTO

Tracciamo un grafico plausibile della primitiva y = F(x), il cui grafico passa per 'origine, della funzione y = f(x) che

ha il grafico mostrato in figura.
A

J

-3\ -1 P \V3

* La derivata prima della funzione F di cui vogliamo tracciare il grafico ¢ la funzione f. Possiamo dunque «leggere»
sul grafico di fil segno e gli zeri di F’(F” ¢ positiva, nulla o negativa rispettivamente dove lo ¢ f). Ne ricaviamo lo
schema seguente.

3 0 V3

+ 4 + -
Fef_+ 0 - 0 + 0 - *
- //,| = |‘//, |EK\

max min max

Inoltre, la condizione di passaggio per l'origine data nel testo ci permette di affermare che F(0) = 0.

» La derivata seconda di F ¢ la derivata prima della funzione f; possiamo dunque «leggere» sul grafico di fil segno e
gli zeri di F”, tenendo conto che F” sara positiva, nulla o negativa rispettivamente dove f ¢ crescente, dove ha punti
stazionari e dove ¢ decrescente.

wh x =
Fu: fl _ (:) NS 0: _ X—-
HAVRVERA
flesso flesso

* Dalle informazioni dedotte segue che un grafico plausibile della primitiva F di f passante per I'origine ¢ quello nella
figura qui sotto.

A
Y
1 Joq1 | ik
3 %
y=fx
[ Yele) [ Yele)
EEN In figura & tracciato il grafico della funzione FINl In figura ¢ tracciato il grafico della funzione
y=f(x). Traccia un grafico plausibile della sua primitiva y = f(x). Traccia un grafico plausibile della sua primitiva
passante per l'origine. y=F(x) tale che F(-3) =0.
1 . A
N : J
y=fx) 3
AN
-3 3 |
2% -2 _lo Z;’Z _ ! _
i . X | 73 o) 3 5\ X




1. Primitive e integrale indefinito

@00 800
AR In figura & tracciato il grafico di una parabola P71 In figura é tracciato il grafico di una cubica y =f(x).
y = f(x). Traccia un grafico plausibile: Traccia un grafico plausibile:
a. della sua derivata; a. della sua derivata;
b. della sua primitiva passante per l'origine. b. della sua primitiva passante per l'origine.
[ A
i J i y
= '
: y=fx)
3 ;
2 3 _ -2 ; 12 -
o E X / -1 O ! x

Interpretazione di g

ec0 Yete)
PE] Le tre curve disegnate nella seguente figura rap- 2N Le tre curve disegnate nella seguente figura rap-

presentano il grafico di una funzione f, il grafico della  : presentano il grafico di una funzione f, il grafico della
sua derivata f” e il grafico di una primitiva F di f. Asso-  : sua derivata f” e il grafico di una primitiva F di f. Asso-
cia a ciascuna curva il grafico corretto, giustificando la ¢ cia a ciascuna curva il grafico corretto, giustificando la
risposta.

assas

-e
—
.
w

ja=]
o
w
-+
Y]

3 :

SABABBABNBRABBABARBRRBRRBRARRBRRNBRNRRS

ee0
Il Le seguenti tre figure rappresentano il grafico di una funzione f; il grafico della sua derivata f” e il grafico di una

primitiva F dif.

" A A A
s 1l A D 4 3__)/
|
L - 1--
O 1 X X
f‘ _-1
1 X
o Ll -
A B C

a. Associa a ciascuna delle tre figure la funzione corretta.

b. Deduci dal grafico di f” qual & il segno di f”(0).

c. Detta G la primitiva di ftale che G(0) = 5, deduci dal grafico di F il valore di G(-2).

d. Considerata la funzione g(x) = In f(x), deduci dai grafici il dominio della funzione g e stabilisci qual ¢ il segno del
prodotto g'(1) - g'(2).

Giustifica tutte le risposte.

S P YT s
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Lintegrale indefinito

2. Integrali immediati \Teoria p. 77

Esercizi introduttivi

Test
@00
I3 Quale delle seguenti é una primitiva di x°?
4 6
5x* 4x° xT 0 x?
[ lele) 1
PZA Quale delle seguenti & una primitiva di —?
In |x L L [D]-In |x
p p
X X
@00 1
PI1 Quale delle seguenti & una primitiva di —*
X
mL _1 oL o-L
X X X X
800
PEN Quale delle seguenti & una primitiva di *?
X
e* ef-e % [D]Nessuna delle precedenti
X
@00
Il Quale delle seguenti & una primitiva di sin x?
sin x COS X —sin x [D]—cos x
[ ls]e]

EIN Vero o falso?
a. [[f0)+gw)]dx = [ flx)dx+ [ g(x)dx

b. [3/(x)dx = 3] f(x) dx

¢ [fE)ge)dx = [ flxdx- [ g(x)dx

d. [[3(0) - 4g(0ldx =3 [ f(x)dx - 4] g(x) dx
e. | f2x)dx =2 f(x)dx

[3 uguaglianze vere e 2 false]

Calcolo di integrali immediati

[ 32 JESERCIZIO GUIDATO
Calcola i seguenti integrali indefiniti:
x2 -1 x—1
J(x+2)%d b. | ——d. . d
a J.(x ) dx J 2 X C J Ix x

2_ —3+1
b.fx ldxzj(L—%) dxzfidx—J.x‘dezln|x|— = +c=1n|x|+L+c
X x X

X3

A5 il i .
c. %dx=j(\/;—%)dx:fx2dx—fx 2dx=i2 X +c=%xﬂ—2ﬂ+c

Calcola i seguenti integrali indefiniti, ricordando gli integrali notevoli delle funzioni potenza.

@00

800
E J(x+2)dx [%xz + 2x+c} 34 | J(4x3 +6x2+1)dx [x“ +2x° +x+c]



R RN Y]

2. Integrali immediati

i 2 [ 3 2 ] [ Iele] 2 _1)? 1 1
Ed J(9x —4x—-3)dx 3x° —2x*=3x+c 51 j(x —2 ) dx [—x3—2x——~+c
X 3 x
®00 3 ]
B |(x+1)2dx [x—+x2+x+c e0c (43,42 1
J 3 L 52 Jtitf“dt [—;l@%—t—i—%—c
@00 7
37| J.x(3x—2)2dx [~9—x4—4x3+2x2+c 000 (42 4 vt v
4 S 53 | JTdt [aln|t|—?+c
< xt o 2x° ] _
&l J(x+2)(x—2)2dx [——————2x2+8x+c ) :
4 3 800 x“+44x —1
- 54 | j+dx [%x2+8\.-’;—ln|x| +c
@00 7 -
x> +1)(x+1)dx —xt+=x+=x*+x+c
30 O e e

[x? —x —31In|x| +c]

ﬁ j(2x—3;)(x+1) I

L ]

o

(8]

%

—_——

R |=
+
=

=
&

. ;
In|x| +=x* +
[n|x| >x c_

40 |
= _
hﬁ J.x(\/;—l)zdx [—1—x3—ix2\a’;+Lx2+c
2 ({1, 1 1 3 5 2 ]
ﬁl j(;+—2)dx |:1n|x|—~;+c
X _ @0 J:ﬁ 5 _
57 == B
_ dq —q°\q +23q +c
ﬁ Jx2+2 [21n|x|+ix2+c \/E > V N
2
. el 2x% —1)(2x% +1 T
@00 2 . ﬁj(x )gx+)dx |:2x2+ 12+c
mjx -2|-2d [x—£+c X 2x J
x J
200 2 5~ 80,8 —.
@00 2 7 B | Vx (x—2)%dx [—x3 [x —=x2Ix +=xx +¢
m Jx 24 [In|x|—~—2—+c I 77 s 3 ]
x ]
800 3 2
@00 o X —4x?—Jx -1
45 | Jﬁdx [%%"xz +c 60 J X dx _
) [%x3—2x2—2\/3¢ —In|x|+c
800 2 e 6 == 7 _
46 | XHIX g Zxdx +=8x° +¢
Jx 3 5 ] @00 (342 — -3
61| J%dq [—i+ ; 2 +—13~+c
ﬁ 4 ) ) q 9 ->9yq9 q |
2, 4 1.5 2
j(x + xs)dx [3x " +c_ N J_+ 5 )
(52 s B [1n|q|—%+c
®00 5 S5 ] q V4q
m J.\f;(x+2)dx [ng +ix2 +c i
> 3 - : x—1 2 == l
000 [ﬁ j\[;+1 dx [?xvx —x+c
T] Videolezione j(x+%)(x2+3)dx N
Y Yo} ]
f 4 43
|:?1L_x4+%x2+61n|x|+c:| m J X\/;dx [7xx*x +C_
00 . 00 —%N 27 — 7
tﬁ] J%l dx [x+2Vx +¢] 65 | JMTxdx [%xzé-f;—%XSQsz +c

Matematica ed elettronica

900
73 Un conduttore & percorso da una corrente (in ampere) variabile nel tempo secondo la legge I(t) = 3t> + 4dove t &

espresso in s. Sapendo che la quantita di carica che ha attraversato una sezione del conduttoredat=0at=1s¢ 11 C,
determina la quantita di carica che ha attraversato la stessa sezione del conduttoredat=0at=2s. 22 C]

Yolo}
74 La tensione (in volt) applicata a un circuito varia nel tempo secondo la funzione V() = 2t*> + 3 e I'intensita della

corrente (in ampere) che circola nel circuito & espressa dalla funzione i(t) = 4t. Determina l’espressione della funzione
E(t) che esprime I'energia (in joule) dissipata in funzione del tempo. [E (t)=2t*+ 6t2]



' 7 .L’integrale indefinito

| 68 JESERCIZIO GUIDATO

Calcola i seguenti integrali indefiniti:

a. _[(e“e‘zx +5)dx b.fg—:dx c. '[327" dx

Calcola i seguenti integrali indefiniti, ricordando gli integrali notevoli delle funzioni esponenziali.

ﬁ x+1 _2 2%
+
J.2 dx {ln 2 C}
[ le]e]
B0 [(e2 e +1)dx [ +x+ (]
@00 [ p3x. 2«
[ 71 | f ——dx [e"+ ]
e
[ le]e]
72 | jezx+4~ e 23 dx [ex + c]
@00 )X 3 ]
25 +3%)d + +
[ -[( )dx [ln 2 1n3 C_
@00 42X 4x 7]
2 j P 4lnd €|
@00 8x [ 9 7
= +
75 j pr: dx m2 ¢
@00 5
a3 (?+4ex)dx [4e*+21n |x| + ]
[ le]e] 8x +2x 4x
jz—xdx [1n4+x+c}
800 er p
78 | dex [e"—x + (]
e
| 87 JESERCIZIO GUIDATO

Calcola i seguenti integrali indefiniti:

a.J(x+cosx)dx b.f

2

COos x COos™x

2
x .
a.J.(x+cosx)dx=jxdx+fcosxdx=—+smx+c

sin 2x 2sin x cos x
b. j—dx =J—dx = ZJsinx dx=...+c
COS X COS X

sin 2x J 1-3cos’x
dx c. |———

B [ 34 L
. +
* In18 C_
1 Jo) x x 7]
80 | J82 2% dx [ = +c
In4 ]
'Y Yo 81 )
4q_2q+1 2. —4
B [ar. 2114 { o5
280 128* 1
82x+1.2xd 8. +
52 * [ 128 |
880 18x 8X
X, 22x X, X —_— ——
EE J(or-3 v an o0 ) [mls n8 "

[ I Ie] 32x+3 il 27.3% 3.07% ]
—_ . —_ +
84 ﬂ o9 dx TERETT

[ 1 le]
£ Videolezione J(3" —1)2dx
X
O 23 L rte
In9 In3
sec £ 9 2.6
X _3x Zd + _ +
(86 -[( )" dx {lnék In9 Iné6 C}

dx d. I(sinz 2x + cos?2x) dx

1-3cos’
c. J$ dx =j( 12 - )dx =J 12 dx — 3J.dx =tanx—...+¢
cos”x COs” X cos”x

d. J(sinz 2x +cos? 2x)dx =J1 dx =..



Calcola i seguenti integrali indefiniti, ricordando gli integrali notevoli delle funzioni goniometriche.

®00
I(xz —sin x) dx

ﬁ xsinx+1
X

[cos X+ %XS + c}

dx [~cosx+1In |x|+¢]

o
J.(e"—sinx)dx [e*+ cos x + ¢] @80 ]+ cosix
97 | ———dx [tan x + x + ]
cos” x
§ H L )d [ ]
—sinx |dx —cotx+cosx+c¢ 080 2 )
-2 COs“Xx + 2sin“x
sin”x 98 | J— > dx [—cot x+x+ ]
sin“x

[sin x — cos x + (]

90 |
91 |
[ le]e)
92 | J.(sin x+cosx)dx
93 |

[ —sin x + (]

o
J.(e" —cosx)dx

@00 ("2 _2cos’x+sinx
94 | J dx [-2 cos x + x+ ]

sin x

[102J ESERCIZIO GUIDATO

Calcola i seguenti integrali indefiniti:

2 _
a.Jx2—4dx
x“+1

b Jédx
") Ja—ax?

“0 sin 2x
sin x

ﬁ jcost i

sin®x

®
o
o]

dx

sin2x — xcosx
COS X

(]
(]
(o]

B

I(tanzx +3)dx

[ 1 le}

101] J(taan +sin x) dx

. Integrali immediati

[2 sin x + (]

[—cot x — 2x + (]

|:—2 cosx — %xz + cil

[tan x + 2x + (]

[tan x — cos x — x + (]

a. Il «trucco» per risolvere 'integrale & sommare e sottrarre un numero opportuno al numeratore in modo da fare
comparire al numeratore un addendo uguale al denominatore; cio consente poi di calcolare 'integrale per decompo-

sizione.
2 +1

2 2

x°—4 x-—4+5-5

3 dx= | ——F——dx=
x°+1 x°“+1

T
sommiamo e sottraiamo 5 in modo
da far comparire al numeratore
un addendo uguale al denominatore

2 —
(Xx'z"i)l 5 dx:J(l_ x25+1]dx=

b'j\/4—l4x2 Jle x2 J\/l X e

Calcola i seguenti integrali indefiniti, ricordando gli integrali notevoli delle funzioni goniometriche inverse.
1 d [ Is]e] x2 -1 d
( 11— x2 ) JC2 +1
1 2
|72 2x
J9—9x2 dx
9-9x J X2 +1

B () J(x;cil+11_—;zjdx

2x+2  J9—9x2
[x —arctan x + arcsin x + ]
3x2 -1
j > dx
x“+1

3
Jx -;—x+ldx
x“+1

[%xz +arcsin x + c} [x — 2 arctan x + (]

(]
[e]
(o]

3

1 .
|:3 arcsinx + C:l [2x — 2 arctan x + ]

o
o
(o]

[~1— arctan x — L arcsin x + c}
2 3

=t

[2 arctan x + x + ] [3x — 4 arctan x + ]

800 2
106| JX—de

x%+1

2 [ x*+2
ﬁm J‘z—dx

x“+1

]
[
[o]

[x + arctan x + ] l:%xz +arctan x + c:l



Lintegrale indefinito

Esercizi riassuntivi: gli integrali immediati

eco
EEE] Caccia all’errore. Nel calcolo dei seguenti integrali sono stati commessi alcuni errori. Individuali e correggili.

a.

b. J(1+cosx)dx=1—sinx+c

Ix3dx =3x2+c¢

c. J.sinxdxzcosx+c

d. j3xdx=3x+c

e. dex=lnx+c
x

f. j(x2 +1Pdx =

Calcola i seguenti integrali indefiniti immediati.

L
o]
(o]

®
9]
0]

B

[ ]
9]
o]

@
9]
0]

®
(9]
[o]

L]
O
(o]

@
o}
o}

B

o
o]
o}

o
o]
o}

N

o
(o]
O

5

L ]
o}
o}

H

55

o
o}
o}

B

B
(0]
(o] o

BE

j (x—12(x +1)dx
I(x +44x)dx

J.(sinx—\/;)dx

1 1
—x4—~—x3——2—x2+x+c

J‘ 11
3x2 43 Ja—4x2

1 1 .
—arctan x ——arcsinx + ¢
[3 2

I(x2+251nx—ex—l)dx

I(xz +1)%dx

3
Jx_jldx
X

Jﬂdx
X

([ 1
(—2+2cosx)dx
x

1
——dx
J V16 —16x2

X
T—Zcosx—e"—x+c

1
3

[}—xz T SN
2 3 i

2 s
[— cosx—?xv’x +c

[21n|x|+ x-L4 c}
x

[%x5+%x3+x+c

[%xz _lay
[In x|+ 3¥x +c]
|:2 sinx—L+c}
x
[Inx +x+4Vx +]
1,2
[~2—(x +arctanx)+c}

[—1- arcsin x + c}
4

o
O
(o]

B

@
9]
o

B

@
0]
o]

B

®
O
o]

L ]
o}
o}

B

e
9]
o

B

L]
O
(o]

B

o
o]
o}

@
\®]
o

B

@
O
o

g

@
9]
o]

B

®
®
o]

®
L ]
o}

3

o
e
(o}

@
i
o

E

[
(]
(o]

B

2,x
Jxez+1dx

X

92
J(x 2" 4

X

1(3—\[;)(3+\/;)dx

1 —x3) dx

(1

( - —1)sin0cdoc
J\sina
J%}'ux!u du

sin®x + 2 cos’x
cos’x

dx

J(tanzx —3cosx)dx

zid
fsmzx

3sin®x + 2 sin 2x
sin x

dx

2, 14
(x 1—1) te

[x— i—4ln|x| +c
x

L >
9x ——x2 +
X X c

[x+ 2 arctan x + ¢]

1
[ln|t|—@+c}

3 X
[ln?) * In2 +C}

[tan x + sin x + ]

[2vx +3¥x +
[At\,‘? +2 \a"? + le
3
[e* + xe* + c]
[L arctan x — Lx4 + C:l
3 4

[cos o+ o+ ]
[—?u Ju + c}
[tan x + x + ]
[tan x — 3 sin x — x + ]
[Lx—Lsinx+c}

2 2

[4 sin x — 3 cos x + (]



2. Integrali immediati

146 ESERCIZIO GUIDATO

2 _
Tra le primitive della funzione f(x) = x_zl, determina quella il cui grafico passa per il punto di coordinate (1, 3).
x

2

- 2
* Calcola j( x 1 ] dx e verifica che la famiglia delle primitive della funzione fé:
X

F(x)=x+l+c
5

* Individua la primitiva cercata imponendo la condizione F(1) = 3. Questa condizione permette di ricavare ¢ = 1,

quindi la primitiva cercata ¢ F(x) = x + s +1.
x

900 X2 +1

[LZl Trale primitive della funzione f(x)=-——, determina quella il cui grafico passa per il punto di coordinate
X
@, 4. [F(x) —x—y %}
X

200 X2 +1

L] Tra le primitive della funzione f(x)= , determina quella il cui grafico passa per il punto di coordinate
(1, 2). [F(x) =In|x] 1y i}

2 2

oo

ELT] Tra le primitive della funzione f(x) = ¢* — 2x, determina quella il cui grafico passa per il punto di coordinate
(0, 3). [F(x) =e*—x*+2]
[ Ie]e]

[EQ] Trale primitive della funzione f(x) = sin x — 2 cos x, determina quella il cui grafico passa per il punto di coor-

dinate (%, 1). [F(x) =—2 sin x — cos x + 3]

151 JESERCIZIO SVOLTO

Determiniamo la funzione f che soddisfa le seguenti condizioni:

ff@=x+1,  f)=0, f(0O)=-1

 Laderivata prima della funzione f & una primitiva di f”; percio:

f’(x)=j(x+1)dx=%x2+x+c

Imponendo la condizione f'(1) = 0, si ricava c = ——2 , quindi:
, 1 5 3
— — + ——
f(x)= 5 xX“+x 5

* Analogamente al passo precedente:

f(x)=jf’(x)dxzj(%xz+x—%jdx=%x3+%x2—%x+c

Imponendo la condizione f(0) =—1, si ricava ¢ = -1, quindi:

fx) el S

6 2 2
[ _le]e]
7] Determina la funzione f che soddisfa le seguenti condizioni:
f"x)=x,  fO0=2,  f0)=1 [f(x) = %x3 +2x+ 1}
800
[EE] Determina la funzione f che soddisfa le seguenti condizioni:
X)=x"+x, 0) =3, X)=— X)=—x"+—x"+3x-3
//() 2 /() () 411 () 1124 é%
[ Yele}

[E¥1 Determina la funzione fche soddisfa le seguenti condizioni:
f”(x) =sin x, f’(%):l, f(%):l [f(x):x—sinx+2—§}
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Lintegrale indefinito

Realta e modelli

[ Is]e]

[ Diffusione dell’influenza. In una grande citta, il numero di individui con- \
tagiati dall’influenza durante I'inverno 2017/2018 & variato con una velocita (mi-
surata in numero di contagiati/settimana) espressa con buona approssimazione
dalla funzione:

f(t)=120t - 3¢ con 0<t<40

dove t ¢ il tempo (misurato in settimane) trascorso dall’inizio dell’epidemia (av-
venuto in ¢ = 0) e t =40 indica il tempo a cui corrisponde la fine dell’epidemia. e
a. Dopo quanto tempo dall’inizio dell’epidemia si € registrato il picco di nuovi casi a settimana?
b. Determina la funzione f(f) che esprime il numero di individui che hanno contratto I'influenza dall’inizio dell’e-
pidemia fino al tempo #; supponi che in t = 0 si fossero registrati 250 casi.
c. Individua quanti sono stati complessivamente i contagiati dall’influenza nella citta presa in esame durante I’in-
verno 2017/2018. [a. Dopo 20 settimane; b. f(¢) = 60t* — £ + 250; c. 32250]

[ Yele)
Un’auto in frenata. Unauto che viaggia in moto rettilineo alla velocita di 25 m/s inizia a frenare all’istante t = 0

con una decelerazione costante a =—5 m/s.
a. Mediante opportune integrazioni, determina la legge oraria s(f) del moto, supponendo s(0) = 0.
b. Determina la distanza che ha percorso I'auto dall’istante in cui inizia a frenare a quello in cui si arresta.

[a. s(t)= —%tz +25t;b. 62,5 m}
800
[Eil Crescita di un albero. La velocita di crescita di un arbusto durante i primi 5 anni A
. . A . . . . . . . cm/anno 4
dalla piantagione ¢ ben modellizzata dalla funzione lineare il cui grafico ¢ quello in "

figura, dove t ¢ il tempo (misurato in anni), mentre % ¢ la velocita di crescita in

cm/anno. Quando 'arbusto viene piantato (f = 0) ha un’altezza di 10 cm.
a. Determina la funzione h(f) che esprime l'altezza dell’arbusto al tempo .
b. Stabilisci l’altezza (in centimetri) dell’arbusto dopo 2 anni.
c. Determina dopo quanto tempo l'altezza dell’arbusto sara superiore ai 15 cm.
Esprimi la risposta in anni , mesi e giorni.

[a. h(t)= %tz +4t+10;b. 20,4 cm; c. dopo 1 anno e 28 giorni

t(anni)r

(assumi il mese di 30 giorni)}

8C0
(158l Matematica e fisica 8 punto materiale si muove lungo una retta con unaccelerazione a = 4t m/s?. Scrivi

l'equazione oraria del moto del punto, sapendo che dopo 2 s il punto ha percorso 6 m e la sua velocita e di 4 m/s.

[s(t) =Zp 4t+&}
3 3

3. Integrazione di funzioni composte e per sostituzione
Teoriap. 79
Esercizi introduttivi

Test
800
[EE] Quale dei seguenti integrali non ¢ riconducibile alla forma I frE) fo)*dx?
j2x(x2+1)3dx JeXVex+1 dx J.xzifx+1 dx @Jsin%cosxdx
900

[IT] Quale dei seguenti integrali non ¢ della forma I f/(x)sin f(x)dx?

j3xzsin x3dx J s;n\/\/;; dx je’“sin e* dx IEIJ4xzsin x*dx



3. Integrazione di funzioni composte e per sostituzione

s . .. . . )
3] Quale dei seguenti integrali non ¢ della forma o) dx?
cos x Jx
@j 2+1 .J1+smx @JH_J;dx
000
[[7] Quale dei seguenti integrali non ¢é riconducibile né alla forma j f/0)[ f(x)]*dx né alla forma I f(x)sin f(x)dx?
Jx3sin x* dx Jx“sinxdx Jsin3x cos x dx IEIJ‘sinxcos3x dx

o0
ﬁE Quale dei seguenti integrali non ¢ riconducibile né alla forma f ) dx né alla forma J f/e) f(0)]* dx, con

o#-12 f&)

2x x3 2x
—_—dx J dx J dx
Va?+1 Jat+1 xr+1

Calcolo di integrali di funzioni composte

@I3x2v1+ x3 dx

[164J ESERCIZIO GUIDATO

Calcola i seguenti integrali indefiniti:

a. J-xzv' x> +1dx b. Isin3x cos x dx c.f

dx

x In*x

Osserva che tutti gli integrali dati possono ricondursi alla forma J ] f(x)]*dx

3 L1
Ix Jad+1 dx——JSx (3 +1) dx 1&+c= ..........

b. Jsin3x cosx dx = Icos x sinxdx=.... c. f
x

Calcola i seguenti integrali indefiniti.

@00 . €00
M | x>+ x3)*dx L(x3+1)5+c 175 L Mnx+1dx
15 X
@0 .
166 [x2 (2 +1)2dx [é—(x3+1)3+c_ 0 jlrix i
ﬁ Ixz(x3 +2)dx |:L(x3 +2)t+ c_ @00
12 J 177| Isinx cos*x dx
[ ls]e] T — T
168| J.xv'x2+10 dx [%\n"(x2+10)3 +c 000
- Jcos x sin*x dx
00 [
169 Jx3v' x*+1dx [i\."(x“ +1) +¢
6 - goo (In’x
@00 2 q
mnf X x [L-x3+12+c
TP 11 > 3 ) |

.OO

5 e
171] J dx [Vx2+10 +c] xlnPx
Vx?+10

i ®00

@00 I[Iil _dx
172 Jsinx cos’x dx [—icos4x+c Jx In x
@00 , i

2 12y ®00
173 JX x*+1dx [3\.(x +1) +C_ [fF1 ©  Videolezione
PYere) |
(174} j e*(e* —1)*dx [%(ex—1)3+c

g 1
W |

= /nx+1)7 +¢

1

—InSx +
Ly
[—Lc055x+

5

[L sin°x +
5

. _
[_lnx+

[2 ¥u"'ln x +

9

C

9

d

J.(l +cos x)(x + sin x)?dx

{(

x +sinx)’

3

4



" Lintegrale indefinito

900 [ 1 le] 3/ 2 .27
183 J.ez"\fl+ezx dx [%\(ez"+1)3 +c} 187 | Jln—xdx
X
000 [ 3x+l . ,2x-1
184 %dx [er +1+c] arcsin x
Vl+e I|'4 4X

COS X

[ 1 le] ,{tan X
185 J [ J [tan® x +c} o000 Jarctanzx
2+ 2x?

[ 1 le]
J‘—Z dx [In |tan x| + ]
tan x cos“x
[190JESERCIZIO GUIDATO
Calcola i seguenti integrali indefiniti:
2
tanx =
a. J.xzexjdx b.J ¢ dx c. J% dx
cos“x x

Osserva che tutti gli integrali dati possono ricondursi alla forma j Fx)el™ dx .

x2e*d —? 3x2e"dx—%e +c

f(x) '™ 5 e
tanx P 5 A
b. | £ > dx:j 12 e dx = .. +c c. 62 dx=—L 22exdx= .......... +c
cos*x cos’x " X 2 Jux
b T ef(x) T
(x) f(x)

Calcola i seguenti integrali indefiniti.

®00 1 7 eco . 5
191] J‘ 25 dy [E 25+ [Ef2 *  Videolezione JZ”" x*dx
ﬁ Je_3x dx —le*“ + c: hoc %
3 ] 198} J £ - dx
@00 g 1 = ] x
193] J.x e dx [;e" +c 000 [ ¥
DO [
e00 Jx
194 jsin x e“°* dx [—e%* + (]
[ 1 le]
®0 . y 1 o 200] J el dx
195 Jt e dt I:Ee + c:|
®00 [ 1 Ie] tan2x
196 Icos x eS% dx [ + ] 2ol j cos? 2x dax
[202J ESERCIZIO GUIDATO
Calcola i seguenti integrali indefiniti:
1 er sin x
. d b. d . =
aJ2x+1 * Je"+5 * cJcosx+3 *
Osserva che tutti gli integrali dati possono ricondursi alla forma {‘f(( ) dx.
F(x)
1 1(_2 1
== dx =—In|... +

af2x+1 Zj!_2x+1_ x =gl +e

f'(x) 1 Fe)

— !.x_...I . ,__ |
b. € —dx=... +c o | = —dx=- ﬂdx= .......... +c

&+, cosx+3 cosx+3,
f(x) f(x)

[273ln X +c
5

1 .
[Z arcsin’x + ¢

[%arctan%c +c

21+XJ

{ 32 C}
[ +d]
[26‘-’"‘ + c}

[e¢ + ]

1 tan2x :|
+
|:2 e C



Calcola i seguenti integrali indefiniti.

203 Jl —d [—%ln(l—Zx)+c}

.OO
B [
(o]e]
m J 22x+3 dx
x°+3x

®Jx+2

[% In(3x% +1)+ c}
[In (x* + 3x) + ]

[é—ln(x2 +4x)+c}

x> +4x
ﬁ x = [lln(x3+3x)+c:|
x3 +3x 3
.oo
J‘ 2x:—1 (In |x* + x| + ]
x> +x
1 2
209 f S [zln(x +3)+c}
@00 xz 1
210 3 dx [— In|x® +1| +c}
J) x> +1 3
eco [ e x
211] — dx [In (1 +e™) +c]
J 1+e
eoco (1 2x
e +2 1 2x
212)] ] m X |:E-1n(€ +4x)+C:|
ooo
Jtanxdx [~1n|cosx | +c]
®00
214] _[cotxdx [In | sinx | +c|
[225J ESERCIZIO GUIDATO

Calcola i seguenti integrali indefiniti:

a. Ixzcos (x*+1)dx b. Jezxsin e2*dx

3. Integrazione di funzioni composte e per sostituzione

sin x

8 [

800 Ccos2x
—dx
1+sin2x

—In (1 + +
1+cosx [~ (1+cos x) +]

I:—;ln(1+sin 2x)+c]

Sin x

@00 1
ARl | ———dx [-In |cos x + 1| + ¢]
cosx+1

[% In|e** —1| +c:|

[In |In x| + ¢]

@00 1

219 j dx
xInx

800 X

@ J2§+ex dx
x*+e

000 i
PPZI ©  Videolezione jﬂ dx

sinx +1
[In (sin® x+ 1) + ¢]
222 J;dxz
J;(l+u'x'
2 1
ﬁ — 1 4
j(l+x2)arctanx x

880 1
224 j— dx
Cos“x tan x

[In |e* + x?| + ¢]

[2In(1+Vx)+c]
[In |arctan x| + ]

(In |tan x| + ]

Osserva che entrambi gli integrali dati possono ricondursi alla forma j f’(x)cos f(x)dx o J. f/(x)sin f(x) dx

2 3 BRI 3 N g
a.fx cos(x’+1)dx = 3,J.é'x_lcos(x +1)dx = 3 $in (...,

f(x) cos f(x)

. 1 .
b. Jezx sin e?* dx = —JZelzx51nle2x Ax = .. +c

f'(x) sin f(x)

Calcola i seguenti integrali indefiniti.

®00 ! -
226 jstxdx —?c052x+c
@00 ) 1 .
227] Icos3xdx [Esin3x+c
ﬁ stinxzdx —%cosx2+c

% J‘sm\f_ N
15 [dntnn,

000

231] Ie cose* dx

[—2 cos \,"7 + c]

[~cosInt+¢]

[sin e+ ]

00

232 jxsm(x +1)dx [—é—cos(xz+1)+c}

[ le]e]

233

dx [tan e* + ¢]

[— sin —1—+ c}
X

[—cos (x + x%) + ]

cos?e®

800 1 1

234 J—Zcos—dx
x x

[ le]e]

235 J-(l +2x)sin (x + x?) dx

m J sin (tanx)

[—cos (tan x) + ¢]

COS X



' Lintegrale indefinito

237 ESERCIZIO GUIDATO

Calcola i seguenti integrali indefiniti:

e* X
. d. b. d
a Jl+e2" o J‘\J'I—x“ *

Osserva che entrambi gli integrali dati possono ricondursi alla forma:

[ Lo [ L
1+[ f(x)]? JI-[f)P
f'(x)
a. szdx = J-de =arctan (...)+c¢
14" 1+(e")?
1+ [FP

f’(X)

b‘j\hffl dx=f\j1_3(€x2)2 dx = m arCSln( ..... )+c

V1- [f(x)]2
Calcola i seguenti integrali indefiniti.
B (—La 1 | B[ -
X —arctan2x+c¢ ——dx arcsine* + ¢
f1+4x2 [2 | o [arcsi ]
00 1 1 T [ 1 le] x 1
239 J—dx [— arcsin 3x + ¢ 242 J dx [— arctan x2 + c}
V1-9x2 3 i 1+x 2
[ le]e] 1 1 T 080 1
240 f—dx [— arcsin 2x +c¢ 243 f—z dx [arctan In x + ¢]
V1—4x2 2 ] x(1+1In%x)

Calcolo di integrali per sostituzione

244J ESERCIZIO GUIDATO

Calcola 'integrale jx(2x +1)*dx .

e Poni2x+ 1=tericava x in funzione di t. Verifica che dx = Ldt.
* Verifica che Jx(2x +1)*dx = j L= 5 Ll 1 I(ts t4)dt .
. L5 4
Calcola 7 J(t t*)dt.
* Ritorna alla variabile x e verifica che il risultato dell’integrale indefinito originario é:
1 6_ 1 5
—(2x+1)f ——(2x+1F +
B (2x+1) . (2x+1) +c

Calcola i seguenti integrali eseguendo opportune sostituzioni.

245 [xx+2dx [125 [(x +27 B3x - 4)+c_ 250) [+ 1) dx [1(1)5 (x+1)°(15%2 —5x +1)+
ﬁ jx(x 1y dx [1 (x=1)°(6x+1)+ ] ﬁ x+1 [3 %"( 7 ( ) ]
42 ] —(x+2) (2x—-1)+c
.oo J‘ p [ ( ) : 1 - IYx 10 J
r'— X —(x+2)¥x—-1+c . ~

_— ? - ﬁ Jx;ffx+ 2 dx [%\."(x+2)7 —% [(x+2)* +
248] jx(x 1)* dx [i(x—1)6+l(x—1)5+c i

6 5 i [T Ye)
00 253 J;dx [arctan e* + (]
2 PIT] Videolezione Jx“\!x—ldx ef+e”

[%5\(?(—1) (5X+4)+C_ ﬁ j\,l'e —1dx [2\-':69‘—1 —2arctanye* —1 +c}
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3. Integrazione di funzioni composte e per sostituzione

(o]o]
PR T iaane Talvolta esistono pilt sostituzioni diverse che consentono il calcolo di un integrale. Cal-

cola, per esempio, i seguenti integrali, eseguendo le due diverse sostituzioni indicate.

a. J.xdx+3 dx
b. Jx\3!x+4 dx

Esercizi riassuntivi: integrazione di funzioni composte e per sostituzione

ponendo~/x+3 =t oppure x+3 =u
ponendo Jx+4 =t oppure x+4=u

hﬂ Caccia all’errore. Nel calcolo dei seguenti integrali sono stati commessi alcuni errori. Individuali e correggili.

a. jsin 2xdx=—cos2x+c

b. [(2 +1)2dx = [ox(e? 417 dx = e x ;1)3 o= (x26;1)3 e
c. J(ezx +e¥)dx=e**+ef +¢
d. JJI xdx= J(l x)_dx— (=x)7 x) (1 x)2 +c
7
1 (x )

_[x Jad +1 dx——J3x2(x +1) dx—

+
3.
2

+c=% (3 +1)? +¢

Calcola i seguenti integrali.

Q0 1
@ Jezx et dx [363"“ + c}

tan®x

®00 1 |
-dx [H arcsin 6x + c}
V1-36x> 6
@00
259 J.exsin (e* +2)dx [—cos (e +2) + ]
@00 5 . _
260 I,/sinx cos x dx ["gSInylslnx +c
00 _
éﬁﬂ dex2+3 dx %\f’(x2+3)3 +c
262

dx

J

J23’+1 dr

"
J5

J.sin X cos’x dx

[i tan’x + ¢
3

23+l ]
+
{3 m2 "¢

cos’x

(]
(o]
[0]

In®x

B A

dx [—L In*x+¢
4

(]
O
o]

dx |:—;"ln|3x—l|+c

1 6
—=cos®x+c¢
|: 6

B B A

I(Zx +3)*dx

(]
(9]
(o]

jcos x el 728Xy

er + eSx
e4x

B H

dx

dx
X +4

[

711 [kk+4 dk
273) e+t dr
i
|
75| [xedx

[ Ie]e]

dx
x> 49

sin x —cos x
sin x +cos x

2x

276 dx
*+1
ooo J P
x
VxZ+5
800

PR [(3x-1)'dx
i |
i |

[ 1 Ie}

cos 20
—oag 18
cos“0

In x7

Isin 2x cos x dx

#

4 sin x cos x

3cos’x + 3 sin’x

l:—;- In|x® + 4] +c_
2 (1 a3 i
[-1—5~(3k—8)\/(k+4) +c

|:%\|'I(t4 +1) +c

1 x
= =+
[3 arctan 3 c_
[-Iln |sin x + cos x| + ¢]

[—Le_"q +c}
4
1 2x
|:E-ln(e +1)+c}
[Va?+5 +c]
["1—(336—1)5 +c}
15

[26 —tan 6 + (]

dx

[—Lcos 2x+c
3



! Lintegrale indefinito

FIT] Calcola I'integrale '[ x3 x —2dx in due modi:

a. per sostituzione, ponendo x —2 =1t;

b. osservando che x3x—2 =(x—2)¥x -2 +23x—2 =3(x—2)* +2¥x—2 e procedendo poi con il calcolo di in-

tegrali immediati.

800 [ 3x+l  3x 1, @80 (" 3Jlarctanx 3 4
283 jw dx € Y +c 286 de [Z{:arctan“x +c}
[ 1 Yo] x+1+./4x+4 2 r ( 1 o] sin x +sin 2x
284 de [g\,.'(x-f—lf +2x+c¢ J'—dx [2 sin x4+ x+ (]
sin x
[ Yo) 1+x = ®e0
285 e\/; dx [ZeH“"Y +c] 288 J ~ +1 —dx [arctan e* + (]
e +e
 Metodi a confronto
! 00 X
: PII] Calcola I’integrale dx in due modi:
& 1
: x
E a. per sostituzione, ponendo x +1=1;
:  b. osservando che 7 x+1 = Jx -:_11 ~7 1+1 =Jx+1-— J% e procedendo poi con il calcolo di integrali im-
: . x x X x
- mediati.
: ®00

[ 1 Te) In x _
PIIl Determina la primitiva F(x) della funzione flx)= o tale che F(e) = 1. [F (x)= %\jln*%x + %]
% Determina la primitiva F (x) della funzione f(x)= —=~ __taleche F 0)=1 [F (x)=+vx2+4 - 1]
Vx?+4 '
ee0
PLE] Determina la primitiva F(x) della funzione f(x) = e* sin ¢* che ha come asintoto orizzontale sinistro la retta di
equazione y = 2. [F(x) =3 — cos €]
[ 1 le] eZX
Determina la primitiva F(x) della funzione f(x) = —- n che ha come asintoto orizzontale sinistro l’asse x.
e e
[F(x) = In(e +e)- ﬂ

(YY)
PLE Una funzione f¢ tale che f”(x) = e, f '(l) =0ef (%) = 3. Determina l’'espressione analitica di f.

: flx)= I B
o= )

%) =L f(0) =4. Determina l’espressione analitica di f.

[f(x)=—1n|cosx|—%x2—x+4:|

PLT] Una funzione f¢ tale che f”(x) =tan’x, f’ .

(

[ Ie]e]

297] Raffreddamento dell’acqua. Una pentola conte-
nente acqua bollente alla temperatura di 100 °C viene posta a raffreddare
in una stanza. La velocita (in °C/h) con cui decresce la temperatura dell’ac-
qua ¢ espressa dalla funzione:

f(t)=—-75¢"

dove t & il tempo, misurato in ore, trascorso dall’istante t =0 in cui 'acqua
viene posta a raffreddare.

a. Determina la funzione f(f) che esprime la temperatura dell’acqua all’istante ¢.

b. Determina qual & la temperatura dell’acqua dopo 1 h e a quale velocita sta decrescendo la temperatura dell’acqua
dopo 1 h.

c. Determina dopo quanto tempo la temperatura dell’acqua sara la meta di quella iniziale. Esprimi il risultato in
ore e minuti, arrotondato ai minuti.

T P Y R RN RN T RN

[a. f(t)=25+75¢%b. circa 52,6 °C, circa —27,6 °C/h; ¢. 1 h e 6 min]



4. Integrazione per parti

E Matematica e fisica

: 800
PIT] Paolo inizia a correre lungo una strada rettilinea alle ore 18 (t = 0) con una velocita decrescente (per la fatica)

espressa in kilometri all’ora dalla funzione vp(t) = t%’ essendo t il tempo (in ore) trascorso dalla partenza. Barbara

inizia anch’essa a correre alle 18 (t =0), lungo la stessa strada di Paolo, ma 1 km piu avanti rispetto al punto di parten-

za di Paolo. Barbara corre nello stesso verso di Paolo e la sua velocita é espressa in km/h dalla funzione vy(t) =
essendo ¢ il tempo (in ore) trascorso dalla sua partenza.
a. Siano sp(t) ed sp(t) le funzioni che esprimono in funzione del tempo ¢ la distanza (in kilometri) rispettivamente
di Paolo e Barbara, dal punto in cui & partito Paolo; determina l’'espressione analitica di tali funzioni.
b. Stabilisci se Paolo sorpassa Barbara e, in caso affermativo, dopo quanto tempo dalla sua partenza.
[a. sp(t) =6 In(t + 1), sg(t) =3 In(t + 1) + 1; b. dopo circa 23,7 minuti]

t+1’

[ le]e]
PLL] All’istante t =0 s, un corpo che si muove su una retta sta viaggiando alla velocita di 18 m/s e inizia a decelerare

finché non si arresta, con una decelerazione (in m/s*) che varia secondo la legge a(t) = — Jtl—l .

a. Determina la legge oraria s(f) del moto, sapendo che s(8) = 200.
b. Determina lo spazio che percorre il corpo dall’istante in cui inizia a frenare a quello in cui si arresta.

[a.s(t) = —%(t +1)\Jt+1+20t+76;b.648 m}

4. Integrazione per parti \Teoria p. 82
Esercizi introduttivi
Test
ﬁ Quale delle seguenti identita esprime il metodo di integrazione per parti?
[16)-g' 0 dx = f(x)-g'@)= [ f/0)- gx)dx [f&)-gdx= () g0 [ f()- gx) dx
[F/@)-g'@dx = fx)- g) = [ /() g() dx 0| f(x)- g/ () = ) g()— [ /() glx) dx
[ le]e]

ElIl Paolo imposta il calcolo dell’integrale Ixe"‘dx come segue: ‘[xe’xdx =—xe ¥ — j(—e*") dx .
Quale fattore finito ha considerato?

[ Ie]e]
EIIP] Per calcolare sz In x dx quale fattore finito conviene scegliere?
X x? In x [D]xInx
[ Ie]e]
ETE] Per calcolare szexdx quale fattore finito conviene scegliere?
X x? e* [D]xe*
[ Is]e]
T Per calcolare quale dei seguenti integrali ¢ utile utilizzare il metodo di integrazione per parti?
Jx sin x dx jsinxcosxdx J.x sin x? dx Iﬁljsinxcoszx dx

r
hd

Calcolo di integrali mediante il metodo di integrazione per parti
305|

Calcola i seguenti integrali:

Inx
X2

dx c. Jarcsin x dx

a. jx cos2x dx b. J

a. Poni: f(x) = x e g’(x) = cos 2x, da cui:

fx)=1 e gx)= jcos 2x dx = %sin 2x

Ora calcola l'integrale: J X cos2xdx=_x -%sin 2x — j 1 - %sin 2XdX = o l:%x sin 2x + icos 2x + c}

f ’ f(x) f!
) g 9(x) ) 9



b. Poni:
fx)=Inx e
da cui:

ml.’integrale indefinito

") = L
g(x)_ xz

fx)= % e glx) = jx%dx = —%

Ora calcola I'integrale:

Inx
J‘ 2 dx=JM

c. Poni:
f(x) =arcsin x
da cui:
1
2

f@=rr

Ora calcola I'integrale:

J.arcsin xdx = J.,arcsin X -
T

1 1
dx=1nx-(——)—j— .
X T X X
f(x) — 1 160

g

gx) g(x)
g =1
gx)= Il dx=x

1 dx=arcsinx -
T

g™ f(x) g(x)

Calcola i seguenti integrali indefiniti.

@00

306) jxez"dx

00

307 Jx cos 2x dx

[ _Is]s]

308 J.xe_xdx

[ Ie]e]

309 J.ln (2x—3)dx

ﬁﬁ J.Sxx dx

[ Ie]e]

311 J.lenxdx

[ le]e]

312 Jxel‘z" dx

00

313] jln(x+5)dx

[ le]e]

314 jxe“" dx

[ le]e] t

& L
(4

[ le]e]

316 J.x sin 3x dx

[ le]e]

317 J.logzx dx

[ le]e]

318 j(2x —1)e*dx

[ Ie]e]

319 j(x—Z)lnxdx

1 . 1
—xsin2x+-—cos2x+c
[2 4 }

[e*(x+1)+ ]

[%(2x—3)1n(2x—3)—x+c

o x 1 ]
[3(1n3 1n23j+c

[%xﬂn x— %x3 +c

[—i(Zx +1)e 2 +¢

[(x+5)In (x+5) —x+]

4xi_L ]
[e =)+

[—i(zm De 2 +¢

[% sin3x — —;—x cos3x + c_

) -
[lnz(xlnx—x)+c

[e“(2x—3) + (]

2 2
{(X——Zx) lnx—x—+2x+c}
2 4

X =

X

||' 42 e

NM=X ok
()

[ 1 le]

320 J(xz —1e*dx

ﬁ sz sin x dx

200

322)] Jarcsin x dx

PYYe)
323 Jln;c i

X

200

324 jarctan L dx
x

[ 1 le]
X
B [
COS™ X
[ 1 le]

326 jarctan 2x dx

[ 1 le}

I(xz —2x)e ¥ dx

0 (In 2
EEE J—Lr;z dy

000

329 Jlnzx dx

YY) X

EET] | In dx

x—2

eoe i

331) dx
1+x2

|:_L_ Inx +c}
x ox

. f
[xarcsmx+\f1—x2 +c]

[e(x*—2x+ 1)+ (]

[(2 — x?) cos x + 2x sin x + ¢]

[x arcsinx +v1—x? + c]

[ In x . }
— - c
2x2 4x?

[xarctanL-i-Lln(x2 +1)+¢
x 2

[In |cos x| + x tan x + ¢]

[x arctan 2x — iln (4x*+1)+ c}

[—x%e™ + (]

[—“2—1n|y|—l+c}
Y y

[x1n®x—2x1n x+ 2x + (]

X 1 ]
[xlnx_2 21n x_21+c}

(Suggerimento: prendi come fattore finito x>.)

B:(xz —2WxZ+1 + c}



4. Integrazione per parti

332 ESERCIZIO SVOLTO

Calcoliamo Je"cos xdx.

 Applichiamo il metodo di integrazione per parti, scegliendo f(x) = e* e g’(x) = cos x.
Dunque: f'(x)=¢* e g(x) sin x
Otteniamo:

Je"cos xdx =e*sin x — je"sin x dx

» Abbiamo ottenuto un nuovo integrale, Jexsin x dx, che non appare né pit facile né piu difficile di quello di partenza.
Proviamo ad applicare nuovamente il metodo di integrazione per parti prendendo:
fx)=¢* e g'(x) =sinx

Quindi: f'(x) =¢€* e g(x) =—cos x

Otteniamo:

Je"sin xdx =—e*cos x + je"cos x dx

¢ In definitiva abbiamo:
Je"cos xdx =e*sin x — J.e"sin x dx = e*sin x — (—e*cos x + Je"cos xdx)=
=e*sin x + e*cos x — J.e"cos x dx

Apparentemente siamo tornati allo stesso integrale da cui siamo partiti! Con un po’ pit di riflessione ci accorgiamo
pero di potere concludere; infatti, nella relazione ottenuta I'integrale compare all’ultimo membro preceduto dal segno
meno; portandolo al primo membro otteniamo:

ZIexcos X dx =e*sinx+e*cosx
da cui, dividendo per 2 e aggiungendo la costante d’integrazione:
1 .
Je"cos xdx = E(e"sm x+e*cosx)+c

Nota Ogniqualvolta, applicando ripetutamente il metodo di integrazione per parti, si «ritorna all’integrale iniziale» si puo utilizzare
una tecnica simile a quella illustrata in questo esercizio.

Calcola i seguenti integrali, tenendo presente la tecnica presentata nell’esercizio svolto precedente.
[ 1 le] 1 1 [ 1 le] o 1 o o
333] jsin (In x) dx [gx sin 1nx—3x cos 1nx+c} 335 jetsin(t—?)dt ?e‘ [Sin(t—g)—cos(t—?)}kc

334 Ie’%mxdx [Ee*(smx—cos x)+c} 336 Jcoslnxdx [Ex cos 1nx+;x sin lnx+c}

Metodi a confronto

[ 1 Ie]

EETl Calcola I'integrale J‘sin2 x dx in due modi:
a. integrando per parti con f(x)=sinx e g’(x)=sinx e applicando successivamente I’identita sin’ x + cos’ x = 1,
come illustrato nell’esercizio svolto 332;

1—cos2x [x—sinxcosx +c}

b. applicando la formula sin® x = 5 b

[ 1 Ie]
EEL] Calcola I'integrale J.cos2 xdx in tre modi:
a. integrando per parti e applicando successivamente I’identita sin” x + cos® x = 1, analogamente all’esercizio prece-

dente;

b. applicando la formula cos® x = %;

c. applicando immediatamente I’identita cos” x = 1— sin” x e riconducendoti in tal modo al calcolo fatto nell’eser-
cizio precedente.

. . . . . X +sinxcosx
Confronta i risultati e verifica che sono equivalenti. [7 + c}

2



yr

Lintegrale indefinito

[ 1 le]
I seguenti integrali possono essere calcolati sia eseguendo una sostituzione opportuna, sia per parti. Calcola

ciascun integrale utilizzando entrambi i metodi.

3
a. J.x\f2x+5 dx b. f%dx
+x
X

(Suggerimento: nel caso b poni v'1+ x> =t per risolvere I'integrale per sostituzione e poni f(x) = x* e g’(x) = ﬁ
per risolvere I'integrale per parti.) I+x

ﬁ Il metodo di integrazione per parti ¢ sempre utile/ 12 Occorre non «abusare» del metodo di integrazione per
parti. Sebbene esso sia spesso utile per integrare il prodotto di funzioni, ci sono funzioni prodotto per cui il metodo
per parti non ¢ efficace oppure ¢ piu laborioso rispetto ai metodi visti nei paragrafi precedenti.

Per ciascuno dei seguenti integrali stabilisci se &€ opportuno utilizzare il metodo di integrazione per parti o se l'inte-

grale ¢ calcolabile con i metodi visti in precedenza. Calcola quindi gli integrali.

a. Jx e dx b. sz e *dx C. J.x3e"1dx [a.— %e_x"' +6b.— (2 +2x+2)e + e ie""l + c}

[ 1 le]
EITl 11 metodo di integrazione per parti & sempre utile/ 2? Svolgi un esercizio analogo al precedente con i seguenti
integrali.

a. szsin x3dx b. Jx3sin x*dx c. Jsin x e ¥ dx [a. - %cos X+ b.% sin x? — %xzcos x% +¢; c.—eO%F + c}
Applicazioni

[ 1 le]
EIP] Trale primitive della funzione f(x) = xe** individua quella per cui 'ordinata del punto di minimo & uguale a 1.

[F(x) = E- 1+ ﬂ

Tra le primitive della funzione f(x) = In x* determina quella il cui grafico passa per il punto di coordinate (1, 1).
[F(x) =2x1n |x| — 2x + 3]

[ 1 o]
Tra le primitive della funzione f(x) = x sin x determina quella che interseca I'asse x nel punto di ascissa %

[F(x) =—x cos x +sin x — 1]

[ 1 Ie]
Tra le primitive della funzione f(x) = arctan x determina quella per cui l'ordinata del punto di minimo & uguale

al [F(x)z xarctan x — %ln(x2 +1)+1}

[ 1 1]
Determina le primitive della funzione f(x) = x In x i cui grafici non hanno punti d’intersezione con l’asse x.

[F(x) S PP W ¢, conc¢> L}
2 4 4

5. Integrazione di funzioni razionali frazionarie .. “Teoriap.ss

Esercizi introduttivi

Test
[ le]e] 1
EIfl Qual ¢ il risultato dell’integrale J -1 dx?
1 1 1
[Al——+¢ [Blln|x—1|+¢ ] ———+c [b/ln +c
-1 k-1 -1 1
[ le]e] 1
ET] Qual ¢ il risultato dell’integrale J(—l)z dx?
%=
1 +c L1n(x—1)2+c %ﬂ: (D] +c
~1 2 (x—1) 1-x
800 1
ET] Qualeé il risultato dell’integrale fz— dx?
x“+25
arctan (x+25) + ¢ 5arctan % +c % arctan %—k c @%arctan 5x+4c¢



9. Integrazione di funzioni razionali frazionarie

[ le]e]
EEl] Vero o falso?
x(x*4+9) B
a. ———— puo essere espresso nella forma + ,conA,BeR
x* -9 X — x+3
2
b. x(xx2—+—99) puo essere espresso nella forma %+ x]j 3 + xf— 3 conA,B,CeR
x> 49 . A B
c. ———— puo essere espresso nella forma—+———, con A, Be R V] [F
(x+3) " P 2 %3
d. ﬂ puo essere espresso nella forma A + L, conA,Be R
x(x*+9) x  x*49
x* -9 . Ax+B Cx+D
e. ————— puod essere espresso nella forma ,conA,B,C,DeR
(x*+9) P p 2+9 (x> +9) (v] [F]

[2 affermazioni vere e 3 false]
Il numeratore ha grado maggiore del denominatore

351§ ESERCIZIO GUIDATO
3
Calcola Jx_—i—l dx.
x+2

* Dividi x> + 1 per x + 2 e verifica che: e Pertanto:
— 2 _
Qx)=x"—2x+4, R(x)=-7 x3+1d ) s - .
* Ne segue che: g2 T\ e e
’ 3
x° +1 2 x
=x"—-2x+4- 42 _
g X T2« _— ‘:3 x*+4x 71n|x+2|+ci|

Calcola i seguenti integrali.

@00 2 2. q @00 4_ .3
A J%dx [%x2—1n|x—3| +c 356 j%dx |:711~x4—1n|x—2| +c}
@00 3 2
00 (5.2, 1 1 . 357] Jszldx l:ln|x+2|+%x3—x+c}
353| de |:—2'1n|2x—1|+—2"x2+x+c x+
@00 3 _ A2 —
.00 5 _ 2 Videolezione Jx 24x4+49; 1
354] J-—Zx +3x -1 [sz—iln|2x+3|+c XA
2x+3 2 2 i 1 1 5
xj+5x +cC
00 3, .2 q 00 3.2
355 [ AR A RN [In|x+l|+ix3+x+c 359 xzx—x-l-de [Lx2+x— L +c}
x+1 3 i x°—=2x+1 2 x—1

Il denominatore e di secondo grado e ha discriminante positivo

360J ESERCIZIO GUIDATO

Calcola J‘% dx.
. x“—5x+4
o Osserva che x> —5x+4 = (x— 1)(x — 4).
e Determina A e B in modo che = + e verifica cheA=—L,B=l.
x2-5x+4 x-1 x-4 3 3
¢ Pertanto:
1 1 1 1 1
—dx=—= dx +— dx=..
jx2—5x+4 x 3fx—1 x 3J‘x—4 *
Calcola i seguenti integrali.
ele] 1 1 xX—2 ele] 1 [1 1 }
d =] + d =lIn|x|-=In|x +3|+
361 J‘x2—4 x [4 ni=— C} 362] Jx2+3x x n n|x| 2 n|x+3|+c




Lintegrale indefinito

e 1 J2  |x—=42

EI'E] —dx —11‘1 —|+C
J‘ x> =2 4 x++2

[ Te]e]

g

R
U

dx [%ln|x—l|—%ln|x+4|+c

[%ln|x—3|—%ln|x—l|+c_

L 1ole, 2x+1 9 1
367 dex [Zln|x—4|—~4—ln|x|+c}
°°OJ X~ —d [In |x -2 + ]
x nlx-=2l+c
x%—2x | |
iele] 2x+3 [7 5 }
d —In[x+5/+=In|x-1|+¢
mjx2+4x 5 6 | | 6 be=1]
800 x—7
> dx 21n|x+3|—1In |x+2| + ]
X“+x—6

x°—4x+3
eco 1 1 1
366} YR 1dx [§In|x—l|—§ln|2x+1|+c
®00
©0  Efi] Videolezione J%dx
2x°—x—1

ﬁf ol g
—_—dx
x> +5x—14

l:%ln|x—l|—%ln|2x+l|+c}

%ln|x+7|+%ln|x—2|+c:|

Il denominatore é di secondo grado e ha discriminante nullo

3730 ESERCIZIO GUIDATO
Calcola i seguenti integrali:
1 x+1
a | —5—————dx N =Tdx
x“+10x+25 xX“—6x+9

f(x+5)2

a.
Jx +10x+25

b. Osserva che x> — 6x+9 =
Verificato che A = 1, B =4, puoi scrivere:

x+1 B 1 4 _
fx2—6x+9 dx—f[x_3 +—(x_3)2}dx .....

Calcola i seguenti integrali.

B | g 5]
———dx - +c
x*+4x+4 x+2 ]

J 1 J [ 1 :
S +c
x?—6x+9 3-x ]

®00 1 1 7
———dx

g8 J4x2—4x+1 [2(1—2x)

1 1 )
S ——

IH f4x2—12x+9 {2(3—2x) |

o} ﬁ Videolezione jédx [— ! +c_

x> +8x+16 x+4

[21n|x+3|+ >_ic
x+3

iele] 2x+3
Bl | ————dx
f x> +6x+9

(x —3)? e trova A e B tali che

x+1 _ A " B
x> —6x+9 -3 (x=3)?

[a.— L +¢;b.n|x -3 - 4 +c:|

x+5 -3
J 2x—1 [21n|x 1|——+c
x—2x+1 1
J 3l dx [31n|x—5|— 16 +c

2 _10x+25 -5
J dx 3 [41n|x+4|+ L3¢

x? +8x+l6 x+4
x+1 1 5 )
dx |=—In|2x-3|-—————+c¢
J —12x+9 [4 | |4(2x—3) |
J l:ln|x—2|— 2 ¢

—4x+4 -2
1 7 |

dx —InPB3x+1|+———-+

J9x 246x+1 [9 | | 9(3x+1)




Il denominatore é di secondo grado e ha discriminante negativo

9. Integrazione di funzioni razionali frazionarie

386] ESERCIZIO GUIDATO

Calcola i seguenti integrali:

o
X“+2x+5 x°—=2x+2

a. f f 2 dx = Larctan$+ c
+2x+5 (x+1D)*+..
b'f X 2 x:ij 2x—4 dx—lf 2x=2-2 . _
x“—=2x+2 x> —2x+2 2) x*—2x+2
=lf 2x—2 _f e _f 1 g =
2 x2—2x+2 x? —2x+2 """"""" (x—17%+...

Calcola i seguenti integrali.

200 1 1 x ]

387 2125 dx [g arctan = + c_

@00 1 1 ¥ .

388 dx —arctan —+c¢

J x> +5 L'S J5 ]

208 1 1 x ]
d = <t

389) J. 2416 X 2 arctan n c_

@00 r 7

1 1 X

390 J‘4x2+16 dx 3 arctan 5 +c_

@00 1 d r 1 3 T
T —arct +

o 71 x B arctan 3x c_

900 1 J3 2x |

392 dx ——arctan—+—=+c¢

f 4x*+3 6 J3 ]

Bes 1 1 x+1 ]
ELE] | ——dx ——arct — +

Jx2+2x+4 [ﬁarc o V3 ¢

eeC 1
394] jmdx [arctan (x + 3) + (]

1 X
a.—arctan

+1

-Fc;b.—;ln(x2 —2x+2)—arctan(x—1)+c:|

L 1e] 1 2 2x+1 ]
—dx arctan +c
= _[x2+x+1 |:\.'3 J3 |
ﬁ 1 d 2 2x+3
— . ax —arctan ———+
x“+3x+4 N7 7
PY Yo T
397 Jxx2+14dx [%*arctan%%—%ln(xz +4)+c_
980
398 j 2?:; dx [arctan x + In (x? + 1) + (]
x

e 2x+1
T | ————dx
J x> +4x+5
[In(x? + 4x + 5) — 3 arctan(x + 2) + (]

[ 1 le]

Il ©  Videolezione sz;l dx
x“—=2x+3

I:\!'? arctan 2—

A

+%ln(x2—2x+3)+c

8 =5

3x+3 .
L arctan 2222 —FLln(x2 —3x+3)+c¢
J3 B 2 |

Il denominatore non é di secondo grado

402 ESERCIZIO GUIDATO

Calcola j+ dx
_ x° +4x

e Scomponi il denominatore della funzione integranda:

O+ dx=x(x*+4)
¢ Determina A, B e C tali che:

1 A Bx+C
O +4x x x+4

e verifica che A = —, B= —i, Cc=0.

1 1 (1 1 x
o | ——dx=—|—dx—— dxX = ...
Jx3+4x 4J 4Jx2+4

Lnixl—Lin (x2
[41n|x| 8ln(x +4)+c:|



Lintegrale indefinito
Calcola i seguenti integrali.

800 1 1 ]
403 j = dx [—ln|x2 —1|—In|x|+c
X —x 2 J

@
o}
o}

g

j31 dx [ln|x|—iln(x2+1)+c
X +x 2 i

L ]
o}
o}

1 1 1 1
fx(x—Z)z dx [4ln|x|—4ln|x—2|—Z(x_z)-i-c_

1 1 1 ]
Jx4—x3 dx |:ln|x—1|—ln|x|+;+ 7 +c

&

L
O
(o]

8

o
O
o]

g

[iarctanx—iln(x2 +1)+l1n|x+2| +c
5 10 5

J+ dx
(x+2)(x*+1)
Videolezione J

[%ln|x(x—2)3‘—21n|x—l‘+c

@
(9]
o]

x+1
—_— dx
x°—=3x"+2x

r
hd
Y
S
[--)

@
o]
o

2 _
4x dx Larctan£+ Lln x-2
x*—16 4 2 8 x+2
x—l‘ 1

fx“ix2 dx [%ln X+l x €
f e [82 aretan 2324 ey ”:
a2 fx4—8i2+16dx [_élniilii_s(;—@“_
Esercizi riassuntivi: integrazione di funzioni razionali frazionarie

(413 ESERCIZIO GUIDATO

Calcola i seguenti integrali:

a. sz;ldx b. sz;ldx C. jzx;ldx
x“+4x+3 x“+4x+4 xX“+4x+5

B

4o

@
o
0]

2

o
o
o]

Osserva che i tre integrali differiscono solo per il coefficiente numerico al denominatore, tuttavia le modalita di inte-
grazione sono differenti.
a. Il trinomio x* + 4x + 3 si scompone in (x +1)(x + 3), per cui devi cercare una decomposizione del tipo:
x—1 A B
x*+4x+3  x+1  x+3

Verifica che A =—1e B =2, quindi

zx;ldx:— 1 dx+J 2idem
x“+4x+3 x+1 x+3

b. Essendo x? +4x + 4 = (x + 2) questa volta devi cercare una decomposizione del tipo:
x—1 A B
2 - i 2
x*+4x+4 x+2  (x+2)

Verifica che A =1e B =-3, percio

x—1 1 3
— Bl e dx — di=..
Jx2+4x+4 x jx+2 x J‘(x+2)2 *

c. Poiché x? +4x +5 = (x +2)*> +1, cerca inizialmente A e B di modo che risulti:
x—=1  A(2x+4) B
X2 4+4x+5 x*4+4x+5 (x+2)P+1

Verifica cheA=%eB:—3, quindi
x—1 1 2x+4 3
————dx=— | ——"———dx- | ————dx=...
Jx2+4x+5 ZJx2+4x+5 f(x+2)2+1



Calcola i seguenti integrali.

B [t s

1 )
[3(1—3x) i

9x? —6x+1
B8 [ L
—dx ——————+c
(2x—-1) { 4(2x -1
93R x+2 [ |
dx In|x—3|— +c
[T J‘x2—6x+9 | | -3 ]
ﬁ x! 1, x=2| ]
> dx —x’+4x+41n +c
x“—4 3 x+2| |
00 x 1 2 7
Jx2_4dx [?ln|x —4|+c_
Yele) 2
x2+idx (n|x—1-1In|x+1|+x+(]
x f—

dx [x—

5 2 arctan x + ]
x“+1

20 (( x2+4x
J x?+5x-6

[—%ln|x+6|+-§-ln|x—l|+x+c

[—-ln(x +9)—§arctan?+c

[
—
=
!
&

R

—
=
o
QU

[—%ln|x—1|+%ln|x+1|+c_

[%ln|x+7|+%ln|x—l|+c_

[
O
O

[1n|x—3|— xi3 +c

L]
O
(o]

B B H
%T;%
NXN
L
&

[31n|x+2| -2 1n|x+ 1| + ]

ﬁf L4 farctan (4 3) + d
— arctan + +c
2 +6t+10

9. Integrazione di funzioni razionali frazionarie

@jxdx

45 -1

20l
—dx
x> +4x+5

[%ln (x? +4x+5)—2arctan (x+2)+c:|

B [~
X —dx+3

[22—71n|x—3|—%1n|x—1|+%x2+4x+c_

1
=1 42—1+}
[8 n|4x*—1|+c

8 [

1 1 1 )
—In|x+4|-—1 -
[ n|x+4| i n|x| e c_

x> +4x2 16

x* -1
(x+2)? dx

o f x42

+c

[x—4ln|x+2|— _‘7;2

[arctan x —In (x*+ 1) + 2 In |x| + ]

]
[2(1—x2)+c_

|x 2| X
a2l 32 -4

+c

B (=Ll

J<x2—4)2 y [’

ﬁf 1 d [ 1 4 1l + 1 + ]
e ™ n|x— |—16 n|x| yrasd

880 1
/) S
x° +4x

2e0 [ x24+2x+1
x*+3x—4

Lol =L 1n (a2
|:4 In x| 5 In(x*+4)+c¢

dx l:x+§-1n|x—l|—%ln|x+4|+c

EEIJ J};:ZI [%x3—x2+4x—71n|x+2|+c_
[ 1 le] T
1 1 X
mn | ———dx —arctanx+————+c¢
Jx4+2x2+1 [2 2(x*+1) |
[-l%ln|x+2| —21—4(x2 —2x+4)+ 4j,§ arctan x\j—?l +c
3 5x
——arctanx—————+¢
[ 2 2(x*+1)

[iln [u? -1 —iln(u2 +1)+ %uz +c

+c

[ln|x| —In|x-1]- -

m
(%)
m
X
o
N
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" Lintegrale indefinito

Calcola i seguenti integrali, riconducibili mediante sostituzione o integrazione per parti a integrali di funzioni
razionali.

T X [x —In(1 + &) + ] %[)_Cw——l X Il|\-x— |+2\'X +33x +¢
ese
e
——dx njivx+4 =-2|—-—=In|x|+c X
xJx+4 2 J
[— arc‘?nx —%ln(x2 +1)+1n|x| +c}
i | (x-S +D+c|  ges i
x——In(e** +1)+c¢
1+e** 2 J 451 j#dx [In |cos x| —In |2 cos x — 1| + ¢]
2cos"x —cosx
[ I Ie] lnx Xln x T [ 11 ] eX
Ll | ——=dx [——ln x+1)+c¢ ———dx In|e*=2|-In|e*—1|+¢
i3 (x+1)? x+1 (x+1) i 452 2 _ 30542 [In | | | |+
pog . . . xX+1 .. . > . .
etermina la primitiva della funzione f(x) = il cui grafico interseca ’asse x nel punto di coordinate (2, 0).
[TE] Det la primitiva della fi f(x) 2+4l graf; t 1 1 punto d dinate (2, 0)
X
[F(x)z x—%arctan%+ 3?71—2:'
@00 2
[Ef] Determina la primitiva della funzione f(x)= 2x S il cui grafico passa per il punto di coordinate (2, 1).
x*—2x
|:F(x):21n|x—l|+ﬁ+x—4}
eec
[EH Sia F(x) la primitiva della funzione f(x)= PRI il cui grafico passa per l'origine. Scrivi le equazioni degli
asintoti di F(x). (x+1)"+ 3t m
ety
[ 1 le]
XT3 Siano a e k due numeri positivi. Indicata con F(x) la funzione primitiva di f(x) = -—- il cui grafico passa
y . . . (ax) +k
per lorigine, determina I'immagine I di F(x). B (_ n n )
2ak’ 2ak
®e0 x2—1
[Eil Determina la primitiva della funzione f(x) = = . il cui grafico ha come asintoto obliquo la retta di equazione
x2 —
y=x+2. F(x)=>In[E=2 |+ x+2
4 [x+2
oo . . ef -1 L. >
etermina la primitiva della funzione f(x) = il cui grafico ha un punto di minimo nell’'origine.
458180) la primitiva della funzione f(x) =~ -il cui grafico ha un punto di 1lorigi
e

[Fx)=2In(e*+1)—x—21In 2]

80

[ - p AL W [B-{@=tita] Nella seguente figura é rappresentato il grafico di una primitiva F(x) della funzio-

ne f(x)=

; in essa sono rappresentati, tratteggiati, anche gli asintoti di F(x). Determina I’espressione ana-

x> 4+2x+2
litica di F(x).

_ I _
[F(x) =arctan(x+1)+ 5 1}
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Esercizi di riepilogo
Esercizi di riepilogo

Esercizi interattivi

@00
[T1] Vero o falso?

a. le funzioni Fj(x) = %, F(x)= 3x—:—12 , Fy(x) = —x+—12 ed F(x) = 5x:14 sono tutte primitive della
stessa funzione * x * x
b. i grafici delle primitive di una funzione f: [a, b] — R si possono trasformare gli uni negli altri per
mezzo di traslazioni verticali
c. %J‘f(x)dx=f(x)+c, conce R
d. [ f0f ) dx = f(x)+c
e. Jcos(mt+(p)dt=sin((ot+(p)+c
f. 'integrale jx\/; dx puo essere risolto solo per parti
g. la funzione F(x) =1In (x* +1) + 5 arctan x & 'unica primitiva di flx)= 2)26 + f il cui grafico passa per
lorigine o
Test
[ le]e]

[T3] In figura é rappresentato il grafico di una primitiva di:
[Alf(x) =3x*+2x—1
(Bl f(x) =3x* - 2x—1
[clf(x)=3x—2x+1
Dl f(x) =3x*+2x+1

a1
3+
e00 S 1 [ &
[T7] In figura & rappresentato il grafico di una funzione. E
A
J
—/ o \ Fics
Quale tra i seguenti potrebbe essere il grafico di una sua primitiva?
' A ' A
: I : y
0 3
o
X
;
A
A Yy
| y ANVA
\ (0] X




800

[Al4ln| x|

[ le]e]
IT¥] Quale delle seguenti & una primitiva di f(x)=

[Alln(x? +1)

[ le]e]

UE4 Lintegrale indefinito

[B]15+ Inx*

Le seguenti funzioni sono tutte primitive di f(x)= % tranne una; quale?

[C]3+2lnx? D]10+Inx?®

[Cllnyx®+1 @M

x> +1

[TH Quale tra le seguenti & una primitiva della funzione f(x) = sin x cos® x?

F(x)= %cos“x

F(x)= %cos‘*x +sin*x

900

3 . .
F(x) = =cos*x + sin*x + sin®x
4

[D]F(x) = %cos4 X +sinx + % sin®2x

[TI] Per quali valori di a, b, c il polinomio P(x) = ax® + bx? + cx & una primitiva di Q(x) =12x? + 6x +1?

[Ala=6,b=3,c=4

[ Ie]e]

T3] Una sola delle seguenti uguaglianze & corretta; quale?

(Al Isinkdx =—cosk+c
Jsinkdx =cosx+c

Bla=4,b=3,c=1

[Cla=2,b=3,c=4

Jsinkdx =—cosx+c
@jsinkdx =xsink+c

Dla=3,b=4,c=1

@00
J(sinz 3x +cos?3x) dx

@00 ele . e—2x i
e7x

Y Ye)
ln\}x+13
In(x+1)

L R T Y

Calcola i seguenti integrali.

[ Ie]e] 1
j dx

x2+9
800
474 j%!1+2x dx
oE (—Ld
475
j4x+3 .
Bl [—2-d
476
fx+6 x
00 1+ 2
a7 j%dx
COS™ X
[ le]e] 1
B [
x° =9
[ le]e) X 1
—_—dx |—1
— f4x2—12x+9 [4 "
[ Ie]e]
J'(ewx—l_e)dx

o
o}
o}

Cos X
———dx
Jl+2$1nx

BE

Calcola i seguenti integrali.

BB BBABRBRDBRRRBARS

i -2

080 3_
472) JZlnx 6lnx+Ine dx

X

[%Q."(Zx +1)* +¢

[Lln|4x+3|+c
4 i
[—In |x+ 6] +x+ ]

[tan x + x + ¢]

(2x—3) ¢

[%ln|25inx+1|+c

452 L4
T e— ¥
J4x2+4x+1

00 (1,2 _y4 1 q

483 dx [—31n|x+l|+—x2—x+c
x+1 2 i

PYete) A

J.x@1+x dx [%(4x—3)%’(x+1)4 +c

800 1 ; )

485| J dx [2Vx—4 +]
x—4

J(Zu— Du—u)du

[éif - iuzx.";u el

3 5
800 2
x°—1
My | ————dx
Jx2—3x—10 »
[—ln|x—5|—
7
X g
4 b
4x% +1
900 2
489 3 dx
xX“+4

1
[_ 202x+1) ¢

=u® + luw-"'u +c
2 3

%ln|x+2|+x+c
1 ) |
[Eln(4x +1)+¢

[x —2arctan §+ c




R B RBRRBRRBREBE B

i
(1-)
~

'y
[=30
(=10

B ER é@é B B B B

®
(]
[e]

g

[ 1 le]

509

.OO

J(x3 —1)dx l:%x7 —%x‘* +x+¢

Jxv' a’>—x*dx,a>0 l:—%(az —x)a*—x? +¢

ex
—d
J‘(e"+1)4 x
Jsin 3x.,/1+cos3x dx
e3y—1
Jes,y—_uiy
TS
[
J.x‘lcosx5 dx

jxv‘xz —9dx

. ;
—
[ 3(e* +1)° C_
[—%«f(1+cos3x)3h+c

1 3-2y |
—_— +
|: 5 € c

|:—21n|x|+x—i+c
X J
1. s ]
— +
[5 sin ¢ |

[—l-\,f(xz -9y + c_

3 J
5. .6 .8
J‘udx [ln|x|+—x —dei g
X X _
1 -
& L
> dx —eX +c|
X
1 1 )
———Fde — +
f cos?0 tan®0 [ 2sin’0 |

Jcos x(2sinx—1)dx

2
zx—dx
x“—4x+5

[3 arctan(x — 2) + 2 In(x* —4x 4+ 5) + x + (]

[——
xX“+5x—6

[—% cos2x—sinx+c¢

l:—-;—ln|x+6|+%ln|x—1|+c:|

sm\([3_\/_) [—% cos (3\37) + c}

Jt2t—4dt [Ve2 +4 +]
+

J(e" +1)%dx [%ez" +2¢* +x+c}

3
x> +1 1 2 L >
J‘mdx [arctanx—;ln(x +1)+?x +c}
J‘l—é/x+2 I
x+2

[In|x+2|-33x+2 +c]

[+ 30 [112 (x+3)2==(x+3)! +c}

1
J‘Jx+3 +Vx+2 dx
[%J(x+3)3 —%\/(x+2)3 +ci|

J.tan46d9 [—-i—ln|cos4e|+c}

ﬁ Jx3 In x dx

ﬁ '[x“lnxdx
ﬁ Jm

COS X
% x*+4 +4
x+4
@00 X
HE |————dx
V1-2x2
[ Te]e] 1

00

HH I sinfcost dt

ﬁj—zx—Z dx
x“+2x-3

20l s
- dax
x> +4x+4

®00 1
521 j dx
x+Inx

522l
X
1+ x4

00

Jsin xcostx dx

5

800

525 jx e dx
ﬁ '[xe3xdx
E J7+arctanx

1+x?

O X X
ﬁj6 +12°
2X

% jx —6x+9
ﬁ J1+2cosx

x+3

x+2sinx

@00

FEll [ sin3x dx
[

10+ x*

533 Jﬁdx

— - dx
x“+2x+2

Esercizi di riepilogo

[Lx“ln PP T

4 16

1 5 1 5
—x°1 ey +
[SX nx 25X C

2 [(2+tanx)® +¢
3\'

[201n|x+4| -F%x2 —4dx+c

m
(%)
m
X
o
N

[—%Jl—sz +c

[arctan(x + 1) + (]

[esin t + C]

[%ln|x+3|—iln|x—l|+c:|

[ln|x+2|+
X+

4]
2

[ZJH-I-C]

[-}I-In (x4 +1)+c:|

[—L cos’x + c:|
5

[-41n|x+3|+x+(]

1, |
—e¥ +
|:3€ Cc

[%(3x —-1e** +¢

I:% arctanzx +7arctanx +c¢

¥ 6]
+ +
[ In3 Iné6 ¢

[ L,
3—x

[In |2 sin x + x| + (]

|:—-;—x cos 3x+%sin 3x+c¢

[iln(x4 +10)+¢

[% arcsin (%x) + c_



ml.’integrale indefinito

PYYo) -
[ Ye) [In x — ] 2 _1 3
ﬁ J - dx [%\fln3x+c 554 I(smx 1)* dx [ 4sm2x+2cosx+2x+c_
- [ 1 le] 1 . 7
% J‘ s~ dx, a>0 [%ln|x2—a2|+c H jez"smxdx [—5~ez"(251nx—cosx)+c
x* - i J
@00 X3 9 5 1 5, ] s 3] |:._1, 4] _ L 4, ]
536 dex [—~2—ln(x +9)+—2~x +c_ 556 Ix nx dx g ¥ Inx———x C_
(o] 7T oo Inx—1)> 7
% Ixarctanxdx [%(x2+l)arctanx—%x+c ﬁ J%dx [%ln3x—1n2x+lnx+c
PYYe)
ﬁﬂ J X+4 (In(e* +4) + c] 558 I(lnx 1)? dx [x1n?x — 4xIn x + 5x + ]
@00 e e -~ 80 ,3||'arctanx —
539 J—ex—e‘x dx [ln|e" —e X|+C] 559 J 522 [%arctanx%;arctanx +c}
ooo 1
J‘ [garCtanx3+Ci| m J\[:-’_i X [41n(\f7+1)+x—4\f;+c}
@00
—dx _,;,_}_C 980
(3x+1)° 6(3x +1)? 561 I(tanx+2cotx)2 dx [—4 cot x +tan x — x + c]
Yete) ;
542| Jﬂdx [-In(cos x+ 1) + (] Eﬁ 1 .
Hreosx R DR
lele 2x+5 )
J‘ﬁdx (In |x* + 5x + 6| + c] ﬁ X5 p Ll ! L,
X X PR\ S —1| - e
J(x T [n|x = e tpe e
544 f—l d [11 ly—d)— L{y+3)+c]
2 'y —Any =4 ==y ¢ Y Yol
y =y-12 7 7 - 564) stinxcosxdx [%sin2x+%xsin2x—%x+c
Yele) 7 -
545| szxdx [2"(1;2—1 122)4-6 Yewc
! 1565 E sc?| —dx con n € N—{0}
ee0 1 4,05 45 ] s
546 (1_7)“’6& dx ["7”%' X! _"g"%f’g TC| i P Come cambierebbe la risposta se 'integrale da calco-
- - 2n—1 n 2n
e80 o < lare fossejli S—dx? [arctinx +c; 1n(12+nx )+c}
Jx%/e_xdx [%!'e" (3x—9)+c} : x
ee0 oo
548 J‘ Slndd [%u6lnu—%u6+c} &ﬂ Jln(l+dx+1)dx
ﬁ J‘ x—2 i [xln(l+v'x+1)+\f’x+l—%x+c}
—————dx
x“+2x+3
3 x+1 1 Bﬁje%—"dx [3e% (¥x? —29x +2)+¢]
——=arctan = —=—+=In(x*> +2x +3) +¢ 3™ (Vx? —2¥x +2)+c
V2 V2 2
Y o) 1 eee " [v_1 }
_ o —d —2arct —1+2vx—1+
550} J‘x+25dx [21n(\}x+2)+c] 568 f . X [ arctan v x vx c]
PY Yo) YY) x
) 3 1 . 1 . 1 1. |e"—1
551] jsm X cos’x dx [gsm3x—~§sm5x+c} 569 dex [3 In o +C}
®
1 (v (11 - [ x
ﬁ J‘x+\/;dx [Zln(\fx+1)+c] JJEX—Z dx [foe"—Z —242 arctan\,'le 2_2 +c:l
ﬁ S A [arcsin e* + (] pes —
[1_ 2% * 571 Jsm\/_dx [—Zu“x cos+x +2sin \“7+c]
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Esercizi di riepilogo

Realta e modelli

eco
@ Svuotamento di un serbatoio. Un serbatoio per lo stoccaggio di acqua piovana ¢ completamente pieno quando,
nell’istante ¢ = 0, viene aperta una valvola di scarico. Lacqua fuoriesce a una velocita, in litri/minuto, espressa dalla
funzione:

Q’(t)=%(225—t2) con0<t<15

a. Determina ’espressione analitica della funzione Q(f) che esprime la quantita di acqua fuoriuscita dal serbatoio
dopo ¢t minuti dall’apertura della valvola, data ovvia condizione iniziale Q(0) = 0.
b. Sapendo che dopo 15 minuti dall’apertura della valvola il serbatoio risulta completamente svuotato, stabilisci la

capacita del serbatoio. [a. Q(t) = 90t — %P; b. 900 litri:|

[ Ie]e]
EfE] Evoluzione di una popolazione di coccinelle. Una popolazione di coccinelle sta crescendo a una velocita (in

numero di esemplari/mese) espressa dalla funzione f’(¢) il cui grafico & quello in rosso in figura. La retta colorata in
blu & quella tangente al grafico di f’(¢) nel punto di ascissa t =0.

.ylk :‘
Y=

6 F--mmmm e e

1,59

t(mes’il

o 10

Lespressione analitica di f'(t) & del tipo f'(t) = ae” dove t ¢ il tempo (misurato in mesi), trascorso dall’istante ¢ = 0 in
cui inizia I'osservazione della popolazione.
a. Determina i valori di a e di b, in base alle informazioni deducibili dal grafico.
b. Sapendo che la popolazione iniziale & di 5 coccinelle, determina la funzione f(f) che esprime il numero di cocci-
nelle della popolazione al tempo .
c. Da quante coccinelle sara composta la popolazione dopo 8 mesi?
d. Di quale percentuale cresce ogni mese la popolazione di coccinelle rispetto al mese precedente?
[a.a=1,5,b=0,3;b. f(t) =5e"; c. circa 55 coccinelle; d. circa 35%]

e00

Determina la primitiva della funzione y = x* — 6x tale che l'ordinata del suo punto di flesso & 2.

[y = %x3 -3x*+ 20}
[ Ie]e]
75 Determina la primitiva della funzione y = 3x* + 3x tale che la tangente nel suo punto di flesso passa per il punto
di coordinate (0, 1). [y i3y 2}
8

e00 X

Determina la primitiva della funzione y = 1 la cui tangente nel punto di ascissa 2 interseca I’asse y nel punto
di coordinate (0, 4). [y=In|x—1] +x+6]
2= . c . 2x . . . .
[7#l Determina la primitiva della funzione y = m che ha come asintoto orizzontale la retta di equazione y = 2.

x

{ :2x2+1}
U x2+1




Lintegrale indefinito
@00

Determina la primitiva della funzione f(x) = ¢** — 2¢” tale che la tangente nel suo punto di flesso passa per il
punto di coordinate (1, 2). [F(x) _ %er YN %}

[ le]e] 2
Eff] Considera la funzione f(x) = 2x 2+3.
x

a. Determina la sua primitiva F(x) che ha come asintoto obliquo la retta di equazione y = 2x + 1.
b. Traccia il grafico della funzione F (x).
c. Determina le equazioni delle rette tangenti al grafico di F(x) nei suoi punti d’intersezione con l'asse x.

[a.F(x)z2x—%+1;c.y:5x—5,y:%erS}

[ _le]e]

L [ ey - (Revital In figura é rappresentata una primitiva della funzione f(x)= x* — 4x. Determina
l'equazione di tale primitiva.

O P R A Y]

[ le]e]
El Scrivi 'equazione della funzione che soddisfa le seguenti proprieta:

a. ff(x)=2x-1;
b. la retta tangente nel suo punto di ascissa 0 ¢ parallela alla retta y = —2x;
c. f(0)=3.
Tracciane quindi il grafico, scrivendo I'equazione della retta a esso tangente nel suo punto d’intersezione con l'asse x
la cui ascissa & compresa tra 1 e 2. [ 1 3

1 . N , =
y= gx‘ - Exz — 2x + 3; intersezioni con I'asse x per x = +y6 v x =

>

}

o |w

1

w

X+

NSy
|

. . 1
massimo per x =—1, minimo per x =2, flesso per x = 5 tangente: y = —
800
7] Risolvi i seguenti quesiti.

a. Determina la funzione f(x) tale che:
’ 2x
X)=—"—"
Fe) (x* +3)?
il cui grafico passa per il punto di coordinate (1, %)
b. Traccia il grafico della funzione f ottenuta, determinando anche i punti di flesso.
c. Trairettangoli aventi due vertici sull’asse x e gli altri due vertici sul grafico di f, determina quello di area massima.

[a. flx)= +H; b. asintoto: y = 0, massimo per x = 0 e flessi per x = +1;
X
c. il rettangolo avente un lato sulla retta di equazione y = L}
®00 21n x 6

EfE] Considera la funzione f(x) = .

a. Determina la sua primitiva F (x) che passa per il punto di coordinate (e, 0).

b. Traccia il grafico della funzione F (x).

c. Determina per quale valore di a & possibile applicare il teorema di Rolle alla funzione F (x) nell’intervallo [g, e].
d. Scrivi 'equazione della retta tangente al grafico di F(x) nel suo punto di flesso.

[a.F(x) =In’x —1; b. minimo per x =1, flesso per x =e; c.a=e'; dy= lx— 2}
e
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Esercizi di riepilogo
[ 1 le]
EE¥! Una funzione f ¢ tale che:
a. 7 (x) = cos 2x;
b. la tangente al grafico di f nel punto di ascissa x = % ¢ orizzontale;
c. il grafico di f passa per lorigine. ) . .
Determina I'espressione analitica della funzione f. [ flx) = — cos 2x — Sx+ Z}

[ 1 ]e]
Eff] Determina la funzione che soddisfa le seguenti condizioni:

a. f”(x) =sin x — cos 2x;
b. il suo grafico passa per il punto di coordinate (%, 0) e haivi per tangente una retta parallela a quella di equazione

y=2x. [f(x):—%sinzx—sinx+2x+%—n}

Y Yo}
E] Trale primitive della funzione f(x) = In (x + 2) determina la primitiva F(x) tale che lim F(x)=3.
x—-2"

[F(x)=(x+2) In(x+2) —x+1]

e00
Kl Luigi ¢ perplesso; il metodo d’integrazione per parti sembra condurlo a una conclusione assurda; infatti dai se-

guenti calcoli:
jl dx = Iexe‘x dx =e*e ™ — Jex(—e‘x)dx =1+ Jl dx
segue Il dx =1+ Jl dx. Spiega a Luigi perché il risultato trovato non ¢ contraddittorio.

e00
Vito e Teresa non vengono a capo del problema seguente. Dovendo calcolare I’integrale indefinito di sin 2x, il

primo ottiene subito
jsian dx = —% +c

mentre la seconda, ricordando le formule di duplicazione, giunge a

jsiandx =IZsinxcosxdx =sin®x+c¢

CoS2x

Poiché sin® x # — , si direbbe che uno dei due ha sbagliato: ma e proprio cosi? Spiega.

[ 1 le]
] Determina la primitiva della funzione f(x) = | 2x — 4/ il cui grafico passa per il punto di coordinate (1, 1).

x2—4x+6 x>2]
Flx) =
{(X) {4x—x2—2 x<2]

[ 1 le]
El] Determina la primitiva della funzione f(x) = | ¢ — 1| il cui grafico passa per l'origine.
%ezx —-x- % x>0
Flx) = 1 ]
x—=—e*+=— x<0
2 2

ee0
Nl PRI Barbara, alle ore 16 (f = 0) di un certo giorno, parte in bi-
cicletta dal paese X, diretta a un paese Y distante 15 km; percorre una strada approssi-
mativamente rettilinea e la sua velocita (decrescente a causa della fatica) & espressa in

kilometri all’'ora dalla funzione vg(t) = #81)2, essendo ¢ il tempo (in ore) trascorso

(

dalla partenza. Paolo, sempre alle 16 (t = 0), parte invece dal paese Y e si dirige verso il
paese X lungo la stessa strada di Barbara. Anche Paolo viaggia in bicicletta, e la sua velo-

cita e espressa in kilometri all’ora dalla funzione vp(t) = Lz, essendo t il tempo (in
ore) trascorso dalla partenza. (t+1)
a. Sia sp(f) la funzione che esprime la distanza (in kilometri) percorsa da Barbara, in funzione del tempo ¢ trascorso
dalla partenza (quindi sg(0) = 0): determina 'espressione analitica di sp(£).
b. Sia sp(f) la funzione che esprime la distanza (in kilometri) percorsa da Paolo, in funzione del tempo ¢ trascorso
dalla partenza (quindi sp(0) = 0): determina l'espressione analitica di sp(f).
c. Stabilisci dopo quanto tempo dalla partenza Barbara e Paolo si incontreranno.
22
t+1

_1q_ 18 — 99 . -
[a.sB(t)—18 t+l,b.sp(t)—22 ,c.36m1n}
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[ 1 le]
592 Sia F(x) una funzione primitiva di f(x) = tan x. Sapendo che F(0) =0, puoi dedurre il valore F (%)?

sssssssssnn e

) Puoi dedurre anche il valore F(rm)? [IHTZ, no}
Calcola i seguenti integrali.
(1 1) 1 1 1 1 S
593| J PR dx [—garctanx - ?1n|x| +E1n|(x— 2)(x* + 1) +c¢
sl

———dx

4sin’x + cos’x .
(Suggerimento: dividi numeratore e denominatore per cosx.) [—; arctan (2 tanx)+c
see . 1 1 1 . )
595 jxexsm x dx [— ?xe"cos X+ Eve"cos x+ —2~xe’“sm x+c
oo 7
596 Ixz arcsin x dx Bﬁfarcsin X+ —;(xz +20W1=-x% +¢
20 cos2x

(2sinx+1)cosx

(Suggerimento: poni sinx =t.)

Dalle gare

ELT] Calcola f; dx.
In (x*e*)

1

-;—ln|251nx+l|+%ln(1—sinx)+%ln(1+sinx)+c}

(Calculus Competition 2000) (n[1+1n x|+ ¢]

[ 1 ]e] 1
ELT] Calcola j

2x X X
e +3e* +2
X
(Calculus Competition 2006) |:~1—- In (L) + Lx + Cj|
e
(YT .2
[T1] Calcola J‘%ZS dx.

5 :
(Calculus Competition 2009) |:\."x2 +25 —5In \[x +25+5 + C}

(1 1] 1
[THl A che cosa ¢ uguale f Oizx dx?
(Al %(logz x)2+C
%(logzx) Inx+C
(¢ (nxp+C
In2
1 2
(D] ™ log, x(Inx)”+C

[E/ Nessuno dei precedenti

L Y R Y N Y

(University of North Georgia, Mathematics Tournament, 2005)
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Lintegrale indefinito

[EN Determina la primitiva F(x) di f(x) = 4x® — 2x —1il cui grafico passa per il punto P(1, 4).

PR Deducendoli dalle proprieta della funzione f(x) in figura, traccia i grafici delle ~ * A
due primitive F(x) e G(x) di f(x) che intersecano l’asse y rispettivamente nell’origine e
nel punto di coordinate (0, 2).
y=f(x)
[EN Calcola i tre integrali indefiniti seguenti, riconducibili a integrali immediati:
2 x’+1 2x—3 i
a. |(2x*-1) dx b. dx c. dx . =
I( ) j o J; 1 (@] 1 X
I8 Calcola i due integrali indefiniti seguenti, del tipo «quasi immediato»:
-1
a. J.xw'l+3x2 dx b.f 13 dx
xIn’ x
[l Trova l'insieme delle primitive di ciascuna delle seguenti funzioni razionali:
x+1 x+1 x+1
a f(x)=—"—"" b. f(x)=—"—— ¢ fx)=—5—"—"—
f&) x*+6x+8 flx) x> +6x+9 ) x*+6x+10

Calcola i seguenti integrali.
2lnxd ——x
[ 6 | jx nx dx | 7 | J Nery dx

IEN Le velocita (misurate in numero di abitanti/anno) con cui & previsto che crescano le popolazioni di due citta A e
B nei prossimi 100 anni sono descritte con buona approssimazione dalle funzioni:

P, (1) =80e""1 e By’ () =100e*%* con 0 <t <100
dove t ¢ il tempo (misurato in anni) trascorso dall’ultimo giorno del 2010 (corrispondente a t = 0). Alla fine del 2010 la
citta A aveva una popolazione di 10000 abitanti , mentre la citta B aveva una popolazione di 7000 abitanti.

a. Determina le funzioni che esprimono il numero di abitanti delle due citta A e B al tempo .
b. Dopo quanti anni dalla fine del 2010 le due citta avranno lo stesso numero di abitanti?

Valutazione

Esercizio 1 2 3 4 5 6 7 8 Totale
Punteggio 1 1 05-3=15 | 0,75-2=1,5 |0,75-3=2,25| 1 1 0,75 10
massimo
Punteggio

ottenuto

Tempo indicativo: 1 ora L2 Risposte p. 389




L'integrale definito

Tema M

] Dalle aree al concetto di integrale definito
Il problema del calcolo di un’area

Nel corso dei tuoi studi hai incontrato varie volte il problema del calcolo dell’area
di una superficie.

2 Approfondimenti

ru
hd

Figure animate . . . . : . e
9 P> A livello elementare il problema ti ¢ stato introdotto in questi termini: fissato

un quadratino come unita di misura per le aree, determinare l'area di una

- Con GeoGebra superficie significa contare quante volte il quadratino ¢ contenuto in essa.
Sulla base di questa idea intuitiva, pero, & possibile determinare soltanto 'area
©  Videolezioni dei rettangoli.

P> Per poter determinare le aree dei poligoni in generale abbiamo dovuto ragio-

o Esercizi nare in modo piu fine. Abbiamo postulato che superfici equiscomponibili

interattivi sono equivalenti e che I'area ¢ additiva (cioe se una superficie ¢ 'unione di due

superfici disgiunte, la sua area ¢ la somma delle aree delle due superfici). Sulla

base di questi assiomi, siamo riusciti a dimostrare che ogni triangolo ¢ equi-

valente a un opportuno rettangolo e a dedurre la formula per calcolare I'area

di un triangolo. Abbiamo poi osservato che ogni poligono puo essere scompo-

sto nella somma di opportuni triangoli, risolvendo cosi completamente il pro-
blema della determinazione dell’area di un poligono.

P Anche quest’ultima via pero si rivela inadeguata, per esempio, per calcolare
l'area del cerchio (un cerchio infatti non ¢ scomponibile in un numero finito
di triangoli o rettangoli). Il problema del calcolo dell’area del cerchio ¢ stato
risolto con un ragionamento che fa ricorso all’idea delle approssimazioni suc-
cessive: abbiamo considerato le aree dei poligoni inscritti e circoscritti al cer-
chio, assumendo come area del cerchio la misura cui tendono queste aree
quando il numero dei lati dei poligoni cresce indefinitamente.

P> Nel procedimento per dedurre I’area del cerchio abbiamo implicitamente uti-
lizzato il concetto di limite, che abbiamo introdotto nel Volume 4. E proprio
grazie a questo concetto che potremo ora compiere un ulteriore passo avanti,
cio¢ dare una definizione abbastanza generale di area di una superficie piana,
anche nel caso in cui essa abbia contorno curvilineo. Questa nuova defini-
zione di area ci condurra poi in modo naturale a introdurre un altro concetto
fondamentale dell’analisi: quello di integrale definito.

Area come limite di una somma

y 4 PROBLEMA

Consideriamo una funzione y = f(x), continua e positiva (o nulla) nell’intervallo
[a, b]. Come possiamo definire il concetto di area per la regione di piano, detta
trapezoide, limitata dal grafico della funzione, dall’asse x e dalle rette di equazioni
x=aex=b (Fig. 1)?

Ragioniamo in modo simile a quanto fatto per definire I’area del cerchio: cosi come
allora l'area del cerchio era stata approssimata da opportuni poligoni, ora definiamo
degli opportuni rettangoli, sommando l’area dei quali riusciremo ad approssimare
Figura 1 cio che intuitivamente riteniamo essere I’area del trapezoide.
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A tale scopo consideriamo i punti:

'

A= X0y X1 X2s ves Xpp_py Xy = b 41 :
Py
che dividono l'intervallo [a, b] in n intervallini aventi la '
stessa ampiezza; tale ampiezza, che indichiamo con Ax;, ¢ evi- !
dentemente uguale a: !
b—a
n /'T-"“ :
1. In ciascuno degli n intervallini / : \Y_ f(x) A i
i ‘ X H
[a = xo, X115 [x1, X215 [%2, X315 .5 [0, X, = B] : | NS / :
: X X ' [} d ‘
scegliamo arbitrariamente un punto: i i | \_// :
1€ [a,x1]; ¢5 € [x1, X5]; w5 ¢, € [, U] : f(c) .
e consideriamo gli # rettangoli che hanno come base cia- b Lo R
scuno degli intervallini e altezza di misura uguale al va- ol 7T x| x Ix . x x oo
. ). 1 A2 3 i-1 | X n-1 ' %q
lore della funzione nel punto c; scelto nell’intervallo [a & & G €
considerato (Fig. 2). =4 Figura 2

La somma delle aree di questi rettangoli e:
.  Figura animata

n
A+ fle)Ax + ..+ flo,)Ax = D f(c)Ax [1] Area come limite
im1 di una somma
Tale somma costituira, al crescere di n, un’approssimazione via via sempre mi-
gliore di quella che riteniamo intuitivamente essere I'area del trapezoide.

2. Immaginiamo ora di fare crescere indefinitamente il valore di n. Si potrebbe di-
mostrare che il limite della somma [1] per n — +oo esiste ed ¢ finito ed ¢ indipen-
dente dalla scelta dei punti c; € ragionevole assumere questo limite come area del
trapezoide individuato dalla funzione y = f(x) nell’intervallo [a, b].

Gli strumenti dell’analisi ci hanno quindi consentito di fare un ulteriore passo avanti
verso la definizione del concetto di area per classi sempre pit ampie di superfici;
abbiamo adesso potuto definire I'area di un trapezoide come limite di una somma.

Il concetto di integrale definito

Il procedimento pocanzi seguito per definire I'area di un trapezoide puo essere ripe-
tuto anche nel caso in cui la funzione abbia segno qualunque nell’intervallo [a, b]
(ferma restando I’ipotesi di continuita), svincolandoci dal significato geometrico. Si
arriva cosl a definire un nuovo fondamentale concetto dell’analisi, quello di inte-
grale definito, che si applica a svariate situazioni: non solo al calcolo di aree, ma
anche a quello di volumi, lunghezze, velocita, masse, momenti, baricentri, lavoro di
forze...

Vediamo brevemente i passi per giungere alla definizione di integrale definito.

1. Definiamo il concetto di somma di Riemann (la generalizzazione della «somma
delle aree dei rettangoli» vista poc’anzi).

DEFINIZIONE | Somma di Riemann
Con GeoGebra

Sia f: [a, b] = R. Consideriamo i punti: C Somma di Riemann
A= X0 X15 X33 e Xyl Xy =D e integrali
che suddividono l'intervallo [g, b] in # intervalli aventi la stessa ampiezza, uguale a:
Ax = b—a
n

Scelto in ciascuno degli # intervalli [x;_;, x;] un punto arbitrario c;, chiamiamo
somma di Riemann della funzione f nell’intervallo [a, b] la somma:

$,= > fle)Ax
i=1




OSSERVA
b
1. La notazionej deriva da
a
quella di sommatoria:
ela lettera greca > e
diventata una «5»
allungata;
e|'addendo f(c)) Ax e
divenuto f(x) dx nel
passaggio al limite che fa
diventare la misura Ax
infinitesima.
2. La variabile di
integrazione e «muta», nel
senso che il valore
dell’integrale non dipende
da essa; per esempio:

[P dx = [ ey dt

. Con GeoGebra
4 Interpretazione

geometrica
dell'integrale
definito
i
y
Sl
ol 4 b X
Figura 3

Unita 3 Lintegrale definito

2. Sef: [a, b] — R ¢ una funzione continua, si potrebbe dimostrare che lim S, esiste
n—>Foo

finito ed ¢ indipendente dalla scelta dei punti ¢;. Ha senso quindi dare la seguente
definizione.

DEFINIZIONE | Integrale definito

Sia f: [a, b] — R una funzione continua. Si chiama integrale definito della fun-

zione f nell’intervallo [a, b] il lim S,, essendo S, una somma di Riemann della
n—>+oo

funzione f nell’intervallo [a, b]. Lintegrale definito della funzione fnell’intervallo
[a, b] viene indicato con il simbolo:

b
L flx)dx
che si legge «integrale da a a b di f(x) in dx».

Nel seguente schema ¢ illustrata la nomenclatura relativa al simbolo di integrale de-
finito:

¢ la funzione

¢ il secondo estremo Integrzlinda
di integrazione _b /
’ .
il risultato del calcolo
f(X)dX di un integrale definito
A | € un numero reale
Ya

= f

eil primo estremo - |

di integrazione R -
g ¢ la variabile
di integrazione

Interpretazione geometrica dell’integrale definito

Come abbiamo visto, se f ¢ una funzione positiva (o nulla) in [a, b], 'integrale defi-
nito della funzione fin [a, b] rappresenta l'area del trapezoide individuato dalla fun-
zione f in tale intervallo. Per esempio, nel caso elementare in cui f ¢ la funzione

b
costante y = ¢, con ¢ > 0 (Fig. 3), I'integrale definito J c dx rappresenta l’area di un
a

rettangolo in cui la base misura b — a e 'altezza misura c. Pertanto:
b
j cdx=c(b—a)
a

Nel caso in cui f abbia segno qualunque, I'integrale si puo interpretare come una
somma di aree con segno. Per esempio, nel caso in Fig. 4 si ha:

b
-[0 f(x)dx =areadi S; —areadi S, +areadiS;

In particolare, per simmetria (Fig. 5), possiamo dedurre per esempio che:

27
-[0 sinxdx=0

Figura 4 Figura 5
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In base al significato di integrale definito come «area con segno», ¢ immediato de-
durre le seguenti proprieta, relative a funzioni pari o dispari (sempre supponendo le
funzioni continue):

* sefepariea>0,allora _[_a flx)dx = ZJ:f(x) dx (Fig. 6)
* sefedispariea>0,allora Jj flx)dx=0 (Fig. 7)

A
y A

o
Qbemmnan
>

Q==

7 0

Figura 6 Integrale definito di una funzione Figura 7 Integrale definito di una funzione
pari su un intervallo simmetrico rispetto dispari su un intervallo simmetrico rispetto
all’'origine. all’'origine.

Proprieta dell’integrale definito

e teorema del valore medio

Proprieta dell’integrale definito

Nel paragrafo precedente abbiamo illustrato il concetto di integrale definito per una
funzione continua f nell’intervallo [a, b]. Nel dare questa definizione abbiamo as-

b
sunto implicitamente che sia a < b; tuttavia il simbolo J f(x) dx viene definito anche
quando a > b, ponendo per convenzione: ¢

a
'[ f(x) dx=0 Caso in cui i due estremi di integrazione sono uguali
a

e, supposto a > b:

J‘bf(x) T = _J‘“f(x) T Faso in'cui I’estr:emo inferiore c‘ii integrazione
@ b € maggiore dell’'estremo superiore

Il simbolo Jb f(x)dx, se f ¢ una funzione continua in un intervallo I, resta pertanto
definito per‘ogni a, b € I.

Sulla base delle definizioni date, si possono dimostrare le seguenti proprieta dell’in-
tegrale definito, che ci limitiamo a enunciare e commentare.

PROPRIETA | Linearita dell’integrale definito

Siano fe g due funzioni continue nell’intervallo [a, b]; allora:
b b b
a [ 1f@)+gWldx = [ f@dx + [ gx)dx

b b
b. L k f(x)dx = kL f(x)dx per ogni k € R

ESEMPIO

J~12(x2+ 3x) dx = ledex + j123x dx = szzdx + 3LZX dx

Esercizi p. 164




OSSERVA

Dalla [2] segue anche che, se
f(x) = g(x) per ogni x € [a, b],
allora:

j:f(x) dx > j:g(x) dx

<
I

22

>

\
<
[
=
Ko

S by

|

Of 4

x

Figura 9 Se 0 < f(x) < g(x)
nell’intervallo [a, b],

I'area del trapezoide limitato
dalla funzione f
nell’intervallo [a, b]

€ minore o uguale all'area
del trapezoide limitato dalla
funzione g nello stesso
intervallo.
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PROPRIETA | Additivita rispetto all’intervallo di integrazione

Per ogni a, b, c € Rrisulta:

l:f(x)dx = J:j(x)dx +—Jjj(x)dx

Questa proprieta ha una semplice interpretazione geometrica nel caso in cui f(x) 20
e a < ¢ < b: l'area del trapezoide limitato dal grafico della funzione f nell’intervallo
[a, b] & la somma delle aree dei trapezoidi limitati da fin [, c] e [c, b] (Fig. 8).

)
Y

Figura 8
ESEMPIO

J;x3dx = '[;x3dx + ij3dx

Scegliendo c=2

PROPRIETA | Monotonia rispetto alla funzione integranda

Se f e g sono due funzioni continue nell’intervallo [a, b] e f(x) < g(x) per ogni
x € [a, b], allora:

b b
[ fydx < [ gtdx -
Linterpretazione geometrica della [2] per due funzioni non negative f e g ¢ illustrata

nella Fig. 9.
Da quest’ultima proprieta segue in particolare che:

* sef(x) 20in [a, b], allora Lbf(x) dx >0

¢ vale la disuguaglianza:

b b
[ feodx| < [ |feo] dx 3]
Infatti, essendo f(x) < |f(x)| ed f(x) = — | f(x)| in [a, b], si ha:
[[fed < [|fwldx e [ fede =~ |fwldx

che, insieme, equivalgono alla [3].

ESEMPI Utilizzo della proprieta di monotonia degli integrali definiti

Dimostriamo la seguente disuguaglianza:

4 4
Jdesjldx
1 X2 1 X

.1 . .1 1
Se x 2 1, allora x* > x, quindi, passando ai reciproci: = < —.
x x

‘1 4]
Dalla [2] segue allora:f —dx < j —dx.
1 X 1 X

Valore medio

Sappiamo che la media aritmetica X di #» numeri xy, x,, ..., x,, € data da:

- xtxt.tx,
xX= . [4]
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Ci poniamo ora il seguente problema: data una funzione f: [a, b] — R, continua in
[a, b], vogliamo definire una media di tutti i valori assunti dalla funzione nell’inter-
vallo [a, b]. La formula [4] non ¢ immediatamente generalizzabile, perché la funzione
fassume infiniti valori al variare di x in [a, b]. Ragioniamo allora come segue.
Cominciamo dividendo I'intervallo [a, b] in n intervalli di estremi x, = a, x, ..., X, = b,
b—a

aventi ciascuno ampiezza Ax = . Come in precedenza, se 'ampiezza Ax &€ molto

piccola, i valori assunti da f nell’i-esimo intervallo, [x;;, x;], saranno approssimati-
vamente costanti (poiché f ¢ continua); possiamo dunque approssimarli con f(c)),
essendo ¢; un punto arbitrariamente scelto in [x;_;, x;].

Calcoliamo ora la media di f(cy), f(cy), ..., f(c,):

f@)+ .+ fa) "

n
Poiché Ax = b-a , e percio n = b _xa ,1a[5] equivale a:
fle)++fle) 1 1 X
e = 7 f@Ax L+ fle)Ax] = g{ fle)ax 6]
AX

E ragionevole assumere come media dei valori assunti dalla funzione fnell’intervallo
[a, b] il limite della [6] per n — +eo. All'ultimo membro della [6] si riconosce una
somma di Riemann della funzione f nell’intervallo [a, b]; ne deriva pertanto la se-
guente definizione.

DEFINIZIONE | Valore medio di una funzione

Data una funzione f, continua nell’intervallo [g, b], definiamo valore medio della
funzione fnell’intervallo [a, b] il numero:

oL e

Il seguente teorema garantisce che, per una funzione f continua in [a, b], esiste sem-
pre almeno un punto di [a, b] in cui fassume il suo valore medio.

TEOREMA 1 | Teorema del valore medio per gli integrali (o della media integrale
Con GeoGebra

Se fé continua in [a, b], esiste un numero c € [a, b] tale che f(c) ¢ uguale al valore > Teorema del valore
medio della funzione in [a, b], ossia tale che: medio per gli

1 ) | \ integrali
fO =7 [ f@dx ciot [ fl)dr=flO)b-a)

DIMOSTRAZIONE
Poiché f ¢ continua in [a, b], per il teorema di Weierstrass essa ¢ dotata di minimo
m e di massimo M in [a, b], vale a dire:

m<f(x)<M perognixe [a,b]
Ne segue:

b b b b
Lmdx < L fx)dx < Lde ossia: m(b—a)SL fx)dx < M®b—a)

Dividendo per b — a, otteniamo:

1
b—a

ij(x) dx<M

m<

Vediamo cosi che il valore medio della funzione fin [a, b] € compreso tra il minimo
e il massimo di fin [a, b]. Essendo f continua in [a, b], il teorema dei valori inter-
medi garantisce allora I'esistenza di un punto c € [a, b] tale che:

fO=72— [ fw dx
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VISUALIZZIAMO | CONCETTI Interpretazmn.e geometrica del teorema
del valore medio

Linterpretazione geometrica del teorema precedente, valida per funzioni non
negative, ¢ illustrata in Fig. 10: il teorema afferma l'esistenza di un punto c per cui
il rettangolo avente base b — a e altezza f(c) ha la stessa area del trapezoide indivi-
duato dalla funzione f nell’intervallo [a, b].

y
y =)

o

o a c b X

Figura 10 Interpretazione geometrica del teorema del valore medio per gli integrali: le
aree delle due parti indicate con il tratteggio sono uguali.

Funzione integrale e teorema fondamentale

del calcolo

Definizione di funzione integrale

Supponiamo che fsia una funzione continua in un intervallo [a, b]; per ogni x € [a, b]
la funzione f ¢ continua nell’intervallo [a, x], quindi possiamo definire I'integrale di
fsu[a, x]:

[ e 8]

Questo integrale, una volta fissato a, dipende unicamente dalla variabile x; pertanto
¢ possibile definire una nuova funzione, detta funzione integrale, che associa a ogni
x €[a, b]il valore dell’integrale [8].

DEFINIZIONE | Funzione integrale

Sia funa funzione continua su [a, b]; si chiama funzione integrale di f (relativa al
punto a) la funzione F : [a,b] — R definita da:

F(x) = j f®dt [9]

Se f & positiva (o nulla) si pud interpretare geometricamente la funzione integrale
(Fig. 11) come «funzione area», cioé¢ come funzione che associa a ogni x €[a, b]'area
del trapezoide individuato dalla funzione f nell’intervallo [, x].

Per ogni x, la funzione
- X
S F)= [ f(t)dt
fornisce I’area della
-~ parte colorata

O a-_ X ot
costante variabile
fissata

Fig. 11 Interpretazione geometrica della funzione integrale se la funzione integranda ¢
positiva (o nulla).
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Teorema fondamentale del calcolo

Qual ¢ la derivata della funzione integrale [9]? Per scoprire la risposta, ragioniamo
dapprima in modo intuitivo, nel caso particolare di una funzione positiva. Osserva
la Fig. 12 e leggi le didascalie relative.

1

area = F(x +h)

A

1
:
x x+h t

a. L'area della parte colorata
in azzurro € uguale al valore
assunto dalla funzione
integrale di fin x + h, cioe a
F(x + h).

b. L'area della parte colorata
in arancione & uguale al

valore assunto dalla funzione
integrale di fin x, cioé a F(x).

X x+h ¢

y b area-= F(x+h)— F(x)

~ g

@) x x+h t
e

. L'area della parte colorata in giallo e data dalla
differenza F(x + h) — F(x). Quanto piu h e piccolo, tanto
piu tale area sara ben approssimata dal rettangolo
(evidenziato dal tratteggio) di base h e altezza f(x).
Pertanto, se h & piccolo: F(x + h) — F(x) = hf(x).

Figura 12

Dalla relazione F(x + h) — F(x) = hf(x) segue (per h # 0):
Flx +h)— F
(x Z () _ )
e l’approssimazione sara tanto migliore quanto piu 4 ¢ piccolo. Al limite, quando h
tende a zero, ci aspettiamo che valga I'uguaglianza:

ng+h! F(x) _ - fx)

h—>0
I

F'(x) per definizione
di derivata

da cui segue:

F'(x) =f(x)
Queste considerazioni intuitive portano dunque a congetturare che la derivata della
funzione integrale di una funzione fsia la funzione f stessa.
Questo importante risultato puo essere effettivamente dimostrato in generale.

[10]

TEOREMA 2 | Teorema fondamentale del calcolo integrale

Sia funa funzione continua su [a, b] ed F: [a, b] — R1a funzione integrale associata
a f (relativa al punto a), definita da:

Fx =" fodt

Allora la funzione F & derivabile (quindi anche continua) in [, b], e risulta:
F'(x) =f(x) perognixe [a,b]

DIMOSTRAZIONE

Abbiamo:

F(x+h)—F(x) _
—h =

e dt - j Ji6 dt}

dr+ [ f(t)dt—W}:

) dt

F(x)—h

Definizione di derivata

Additivita rispetto
allintervallo di integrazione

-%B
[
[

"
miL
ity

OSSERVA

La funzione integrale ha un
grado di regolarita in piu
rispetto alla funzione
integranda: se f e continua,
allora F & derivabile, con
derivata continua.

PER LA PRECISIONE

Considerando l'intervallo
[x, x + h] abbiamo
implicitamente supposto
h>0; se fosse h<0
l'intervallo da considerare
sarebbe [x + h, x], maiil
ragionamento non
cambierebbe.
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x+h
Osserviamo ora che, per il teorema del valor medio, I ) fx)dt =h- f(c,), essendo

¢, un punto opportuno appartenente all’intervallo [x, x + h].

Possiamo allora concludere la nostra catena di uguaglianze come segue:
x+h

F'(x)=lim f(c;,) = Osservando che lf f6) dt = - h- F(cy) = F(ch)
h—0 h) . h
= f(lim Ch) = Per la continuita della funzione f
h—0
=f(x) Per il teorema del confronto sui limiti,

da x<c,<x+ hsegue ¢, —> xperh— 0

ESEMPI Derivate di funzioni integrali

Calcoliamo la derivata delle seguenti funzioni:
2

X 42 _ X et
a. f(x):jqe 2t b. g(x)—Jo ot

a. In base al Teorema 2, possiamo immediatamente concludere che f'(x) = ™.

b. Non si tratta di una vera e propria funzione integrale poiché il secondo estremo
di integrazione non & x ma x% precisamente, considerata la funzione integrale:

h(x)zJ ¢ gt
0

241

la funzione g(x) data ¢ ottenuta da h(x) per composizione con la funzione qua-
drato g(x) = h(x?). Per calcolare la derivata della funzione g(x) dobbiamo allora
applicare il teorema di derivazione delle funzioni composte; tenendo presente
che per il Teorema 2 é:

W(x) = —=
G x*+1

xZ 2 Xl
abbiamo: g(x) = (x2)’ - h'(x?) = 2x - —5— = =26 —
gl =) hx) x44+1 7 xt+1
Limportanza del Teorema 2 apparira ancora piu chiara nel prossimo paragrafo
quando, tramite esso, ricaveremo una formula fondamentale per il calcolo di un in-
tegrale definito.

Le funzioni integrali come primitive

Esistono funzioni le cui primitive non sono funzioni elementari, ossia non sono
esprimibili combinando le funzioni potenza, esponenziali, logaritmiche, goniome-
triche con un numero finito di operazioni (algebriche o di composizione o di inver-
sione). Esempi di questo tipo sono le seguenti funzioni:

—x» € sinx  cosx 1

e —_— sin x> cos x?
X X X Inx

Sebbene le primitive di queste funzioni non siano elementari, tali primitive certa-
mente esistono in tutti gli intervalli dove le funzioni sono continue in base al
Teorema 2: sono le loro funzioni integrali.

Alcune di queste primitive hanno importantissime applicazioni e sono utilizzate
cosi di frequente da avere nomi propri; per esempio, la funzione degli errori (o di
Gauss):

2 (* _p
flx)=—F=| e"dt
T Jo
che ha un ruolo fondamentale in probabilita e statistica.

Anche le funzioni integrali non elementari (come la funzione di Gauss) si possono
studiare e di esse si puo tracciare il grafico, analogamente a quelle elementari.
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! Calcolo di integrali definiti e loro applicazioni

Calcolo dell’integrale definito

La definizione di integrale definito vista nel Paragrafo 1, in generale, non si presta al
suo calcolo effettivo, perché conduce a operazioni troppo complesse. Percio il calcolo
di un integrale definito avviene di solito sulla base del seguente teorema, che recu-
pera la nozione di primitiva di una funzione, data nell’Unita 2.

TEOREMA 3 | Calcolo di un integrale definito

Sia f(x) una funzione continua in [a, b] e sia F(x) una sua qualsiasi primitiva in
[a, b]. Allora:

[ fee)dx = FO) - FG@ (1]

DIMOSTRAZIONE
Sappiamo (Teorema 2) che la funzione integrale (relativa al punto a) della funzione
f(x) € una primitiva della funzione f(x) stessa e quindi qualsiasi altra primitiva F(x)
di f(x) nell’intervallo [a, b] deve differire dalla funzione integrale per una costante
c € R. Sara dunque:

F)= | fit)dt+c

Abbiamo allora:

F(b)— F(a) = (j:f(t)dHc)—(j:f(t)dt+c) = jff(t)dt = jjf(x) dx
L i | L 0 |

0 essendo ininfluente
la variabile di integrazione

Tenendo conto che per indicare la differenza F(b) — F(a) si usa di solito il simbolo SCRITTURE ALTERNATIVE

Talvolta, invece della

[F (x)]g, possiamo cosi schematizzare il Teorema 3: £
scrittura [F(x)]q si trova la

b

_funzione o ‘ scrittura equivalente F(x)|q.
integranda primitiva della funzione f
b / /
limiti di - 4 ¥ 4 b
imiti di L —
integrazione f X)dX — F(b) — (a) - [F<X>]a
i Ly {
=}
variabile

notazione sintetica
per indicare
la differenza tra

F(b) e F(a)

di integrazione

Nell'applicazione della formula [11] la scelta della primitiva ¢ indifferente; per sem-
plicita si sceglie di solito la primitiva avente costante di integrazione nulla.
ESEMPI Calcolo di integrali definiti

Calcoliamo:

a. quzdx b.J.Su’x—1dx
0 2
a. In base alla [11] abbiamo subito:

1
2 _[ﬁ}_i_ _1
J.Oxdx— 3 0—3 O—3

2 14

5
3} 22 2.2 2

51 3
b. jzs.#x—l dsz(x—l)z dx:[%(x—l)Z R e e e~
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Calcolo di un integrale definito tramite cambiamenti
di variabile

b
Supponiamo di voler calcolare '[ f(x)dx e che per il calcolo di una primitiva di f(x)

sia utile effettuare la sostituzione x = g(f) (con g continua e invertibile). In tal caso
conviene esprimere anche gli estremi di integrazione a e b in termini della nuova
variabile ¢, in modo da trasformare I’integrale dato in un nuovo integrale definito
in t. Quest’ultimo integrale potra poi essere calcolato direttamente, senza il ritorno
alla variabile x (come accadeva invece per gli integrali indefiniti). Il procedimento
apparira piu chiaro dal prossimo esempio.

ESEMPIO  Calcolo di un integrale definito con il metodo di sostituzione

T
o 1+¢e*

ax.

Calcoliamo l'integrale j

¢ Poniamoe*=t,dacuix=Intedx= %dt.
* Stabiliamo a quale intervallo di integrazione in t corrisponde I’intervallo di in-
tegrazione in x:
x=0=>t=e"=1 Ricorda che t = e*
x=1=t=¢'=e
quindi all’intervallo [0, 1] corrisponde, nella nuova variabile ¢, 'intervallo [1, e].

* Lintegrale definito assegnato si pud dunque trasformare nel seguente integrale
definito in ¢, che calcoliamo senza pit ritornare alla variabile x:

1 ~ldt:J L _gr=| (L- L )ar=
L1+t ot L tE+1) AR

=[In|t|-In[t+1|]{=Ine-In(e+1)-Inl1+In2=

=1-In(e+1)+1n2

Variazione di una grandezza in un intervallo

Abbiamo visto nel Volume 4, Unita 5, che se f(f) ¢ la funzione che esprime come varia
una grandezza in funzione del tempo ¢, allora f’(t) esprime la velocita istantanea di
variazione della grandezza. Viceversa, se & nota la funzione f'(t) ma non conosciamo
la funzione f(f), possiamo trovare la variazione della grandezza (cioe¢ di quanto &
aumentata o diminuita) in un intervallo di tempo [t,, t,] calcolando 'integrale defi-
nito di f'(t) in tale intervallo; infatti, per il Teorema 3:

[ o= fie)- s

variazione subita da f(t)
nell’intervallo [ty, t3]

ESEMPIO  Variazione subita da una grandezza in un intervallo di tempo

Una coltura di cellule cresce alla velocita (in numero di cellule/ora) espressa dalla fun-
1
. ——t . .
zione N’(t) = 80e 10, con t = 0. Di quante cellule cresce la coltura nelle prime 2 ore?

In base a quanto appena osservato, nelle prime 2 ore la coltura cresce di un numero
di cellule espresso dall’integrale:

2 2
jo 80¢ T dt =[-800e 7], = —800e  + 800 = 145

La coltura e cresciuta dunque di circa 145 cellule nelle prime 2 ore.
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Primitive, integrali indefiniti e definiti,
funzioni integrali

COLLEGHIAMO | CONCETTI

E bene soffermarci a riflettere sui concetti che abbiamo via via introdotto e sulle
loro reciproche relazioni.

P> 1 concetti di integrale indefinito, integrale definito e funzione integrale sono
distinti e non vanno confusi:
¢ lintegrale indefinito di una funzione f, _[f(x) dx, ¢ un insieme di funzioni:
I'insieme di tutte le primitive della funzione f; ,
¢ lintegrale definito di una funzione fin un intervallo [a, b], J f(x)dx, & un
a
numero, che ¢ stato definito come limite delle somme di Riemann della
funzione f relative all’intervallo [a, b];
 una funzione integrale ¢, appunto, una funzione.
P> 1l teorema fondamentale del calcolo integrale mette in evidenza le reciproche
relazioni tra i precedenti concetti:

¢ il calcolo di un integrale definito puo essere fatto evitando il ricorso alle
somme di Riemann, ma passando attraverso il calcolo del corrispondente
integrale indefinito in modo da individuare una primitiva F(x) della fun-
zione integranda che consenta di utilizzare la formula:

J! o dx = F &) - Fl@

¢ definendo la funzione integrale associata a una funzione f, possiamo co-
struire una primitiva di f anche quando quest’ultima non & calcolabile in
modo elementare.

! Applicazioni geometriche degli integrali definiti

In questo paragrafo presentiamo le pitt importanti applicazioni geometriche del con-
cetto di integrale definito: il calcolo delle aree e dei volumi.

Il calcolo delle aree \
Nel Paragrafo 1 abbiamo visto che I f(x)dx rappresenta 'area con segno della re-
a

gione di piano (trapezoide) limitata dal grafico della funzione y = f(x) e dall’asse x
nell’intervallo [a, b] (Figg. 13 € 14).

[ A

y y
y=fx) ;
b _— - P E -
(0] X (0] a b X
y=1f(x)

Figura 13 Lintegrale definito della
funzione fnell’intervallo [a, b] € uguale
all'opposto dell’area della regione colorata
in giallo.

Figura 14 Lintegrale definito della
funzione fnell’intervallo [a, b] &€ uguale
all’area della regione colorata in verde.

Gia questa prima osservazione consente di calcolare le aree di molte regioni di piano,
come mostriamo nel prossimo esempio.

Lintegrale definito
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Figura 15

ESEMPIO  Area della regione di piano limitata dal grafico di una funzione
e dall'asse x

Determiniamo l'area della regione finita di piano limitata dal grafico della funzione
f(x) = x> — 4x% + 3x e dall’asse x.

o Tracciamo il grafico della funzione e individuiamo la regione di cui
dobbiamo calcolare I'area

Un breve studio della funzione y = f(x) consente di tracciare il suo grafico qualita-
tivo. Da esso ci rendiamo conto che la regione di cui dobbiamo calcolare I'area, li-
mitata dal grafico della funzione e dall’asse delle ascisse, ¢ quella colorata.
Osserviamo che, ai fini del problema che vogliamo risolvere, non serve stabilire le
ascisse dei punti di estremo relativo o di flesso della funzione, mentre ¢ indispen-
sabile determinare le ascisse dei punti d’intersezione del suo grafico con l'asse x, che
in questo caso sono: x=0,x=1ex=3.

I
Y

y=x"—4x*+ 3x

« Calcoliamo l'area
Osserviamo che nell’intervallo (0, 1) la funzione & positiva, quindi 'area della re-
gione colorata in azzurro ¢ data daJ. f(x) dx. Nell’intervallo (1, 3) invece la funzione

¢ negativa, quindi l'area della regione colorata in giallo ¢ data da: —J f(x)dx.
In definitiva, ’'area della regione richiesta ¢ uguale a:

[} f@dx = [ o dx = [ (- 3y di— [ (- 4x2+ 3 dv =

z[x_4_£+3_ﬂl_[x_“_4_x3+ﬁfz
4 3 2 o .

Ci poniamo ora il problema di determinare I’area della regione piana limitata dai
grafici di due funzioni y = f(x) e y = g(x) nell’intervallo [a, b]. Se le due funzioni sono
tali che f(x) = g(x) = 0 nell’intervallo [g, b], ¢ immediato osservare che tale area ¢ la
differenza tra I'area del trapezoide individuato da f nell’intervallo [a, b] e l'area del
trapezoide individuato da g nell’intervallo [a, b] (Fig. 15).
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Pertanto, l’area cercata risulta espressa in questo caso dalla formula:

ij(x)dX—Ijg(x)dx Jf(x) g(x)]dx

La formula vale anche se le due funzioni f e g non sono positive, purché nell’inter-
vallo [a, b] sia sempre f(x) = g(x). Infatti esiste sempre una traslazione di vettore
v(0, k) che trasforma due funzioni continue in [a, b] in due funzioni positive; le due
funzioni traslate (Fig. 16) avranno equazioni:

y=fx)+k e y=gx)+k

e 'area della regione delimitata dai loro grafici nell’intervallo [a, b] (uguale all’area
delimitata dalle due funzioni originarie poiché la traslazione ¢ un’isometria) sara
data ancora da:

ﬁum+uw—j[gm+ka—j [f(x) — g(0)]dx

PROPRIETA | Area della regione limitata dal grafico di due funzioni

Siano f e g due funzioni continue in [a, b], tali che f(x) = g(x) per ogni x € [a, b].
Allora l'area della regione di piano limitata dai grafici di f e di g nell’intervallo
[a, b] & data da:

[ U0 - g

ESEMPI Area della regione di piano limitata dal grafico di due funzioni

Siano A e B i due punti d’intersezione, nell’intervallo chiuso [0, 2x], delle due curve
= f(x) = sin x e y = g(x) = cos x. Calcoliamo I'area della regione di piano limitata dagli
archi delle due curve aventi come estremi A e B.

o Tracciamo i grafici delle funzioni e individuiamo le coordinate dei loro punti
d’intersezione

Tracciando i grafici delle due funzioni seno e coseno, ci rendiamo conto che la re-

gione di piano di cui dobbiamo calcolare ’area ¢ quella colorata in figura. Determi-

niamo le ascisse dei due punti d’intersezione:

=sinx
{y = sinx=cosx = tanx=1 = x=1+kn
y =cosx 4
Ne deduciamo che le ascisse dei due punti d’intersezione nell’intervallo [0, 2xt] sono
y=l oy 2T
4 4

A
= COSsX, 0 L LT
’ A : 4 :
e n E\X\ﬂ X
bt 4 2 B )

o Calcolo dell’area

Tenendo conto che nell’intervallo [%, ,

sopra» di quello della funzione coseno (quindi f(x) > g(x)), ’'area della regione colo-
rata sara data da:
51

4
(sin x —cos x) dx = [—cos x —sin x}
o
4

51 51 T _
=—cos 1 sin 4 +cos4+31 4—2\/5

1
J

=
x

P
+
=~
.

Z\
G
t 4+
-

/

S—E} il grafico della funzione seno ¢ «al di

|

O
P

\mn
>
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x

m)
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X

Figura 16

Con GeoGebra

©  Area della regione
limitata dal grafico
di due funzioni
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PER SAPERNE DI PIU Aree limitate dai grafici di piu funzioni

Per calcolare I'area di una regione di piano limitata dai grafici di pitt di due funzioni ¢
possibile ragionare similmente a quanto visto nel caso di due funzioni, aggiungendo e
sottraendo le aree di opportuni trapezoidi. Sulla base di queste considerazioni si po-
trebbe dimostrare la validita della seguente regola pratica per determinare I’area della
regione di piano limitata dai grafici di f}, f5, ..., f: si fissa sul contorno della regione di
cui si vuole calcolare I'area il verso di percorrenza orario e, partendo da uno qualunque
dei punti d’intersezione di fi, f,, ..., f,» si calcola la somma degli integrali che hanno,
ciascuno, come funzione integranda quella della curva sulla quale ci si sposta e come
estremi di integrazione l'ascissa del punto di partenza e l'ascissa del successivo punto
d’intersezione.

Per esempio, I’area della regione colorata in Fig. 17, partendo dal punto di ascissa g, &
data da:

[P fodx+ [ peode+ [ fde+ [ fico d

A
Y

N S

Figura 17

Il calcolo dei volumi

Consideriamo un solido limitato da due piani perpendicolari all’asse x, passanti ri-
spettivamente per i punti di coordinate (a, 0) e (b, 0). Supponiamo inoltre di cono-
scere I'area S(x) della sezione del solido ottenuta conducendo il piano perpendicolare
all’asse x, passante per il punto di coordinate (x, 0) (Fig. 18). Vogliamo definire il
concetto di volume di un solido di questo tipo e calcolarlo.

Consideriamo anzitutto i punti xy = a, xy, X5, ..., X, = b che dividono [a, b] in n inter-

—a g . e .
, e suddividiamo il solido in n «fette», cia-

valli, ciascuno di ampiezza Ax =

n
scuna di «spessore» uguale a Ax, conducendo i piani perpendicolari all’asse x passanti
per i punti xp, ..., Xy, X ... X, (Fig. 19). Scegliamo quindi in ogni intervallo
[x,_1, x;] un punto arbitrario c;. Nell’ipotesi che Ax sia infinitesimo, ¢ lecito pensare
di approssimare ogni «fetta» in cui il solido e stato suddiviso con un cilindro avente
come altezza Ax e basi equivalenti alla sezione del solido ottenuta con il piano pas-
sante per (c;, 0).

A
y
o 4
Figura 18

[y
) Y
S(x)
b X o a4 b X
Figura 19
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Il volume di questo cilindro e S(c;) Ax e la somma dei volumi delle varie «fette» & data
da:

n
S(e)Ax +S(6)Ax +...+ S(,)Ax = Y S() Ax [12]
i=1
Possiamo definire volume del solido originario il limite della somma [12] quando
n — +oo, Poiché la [12] € una somma di Riemann della funzione S(x) relativa all’in-
tervallo [a, b], il suo limite per n — +eo & I'integrale definito della funzione S(x) in

tale intervallo. E ragionevole quindi la seguente definizione.

DEFINIZIONE | Volume di un solido

Consideriamo un solido limitato da due piani perpendicolari all’asse x, che inter-
secano l’asse x stesso nei punti di ascissa a e b. Sia inoltre S(x) I’area della sezione
del solido ottenuta con un piano perpendicolare all’asse x passante per (x, 0); al-
lora il volume V del solido & dato dalla formula:

b
V = L S(x) dx [13]

ESEMPIO Calcolo del volume di un solido con il metodo delle sezioni

Determiniamo il volume del solido che ha come base il segmento parabolico limitato
dalla parabola di equazione x = y? — 4 e dall’asse y, le cui sezioni con piani perpendico-
lari all’asse x sono semicerchi.

Una visualizzazione del solido di
cui vogliamo calcolare il volume ¢
rappresentata in Fig. 20.

Figura 20

» 1° passo Calcolo dell’area di una sezione

Per poter applicare la formula [13] dobbiamo anzitutto determinare 'area della se-
zione del solido ottenuta con un piano perpendicolare all’asse x e passante per il
punto di coordinate (x, 0).

In base a quanto affermato dal testo del problema, tale sezione & un semicerchio;
indichiamo con AB il suo diametro (Fig. 21). Risolvendo I’equazione x = y* — 4
rispetto a y si ricava:

y=*tJx+4

quindi le coordinate di A e B sono (x, +/ x + 4 ) (Fig. 21).
Il raggio del semicerchio di diametro AB ¢ allora: i

r=%ﬁ3=%(2¢x+4):vx+4

e l’area del semicerchio é:

_1 -7
S(x) = S 5 (x+4)

Figura 21
» 2° passo Calcolo del volume del solido
Il volume del solido, in base alla [13], & allora:

0 2 0
V:f L(x+4)d =£[x—+4} =4
_42(x )dx A x_4 oL

RICORDA

Stiamo supponendo che la
sezione del solido conil
piano perpendicolare all’asse
X passante per (x, 0) abbia
area espressa dalla funzione
S(x). Percio lI'area della
sezione ottenuta con il piano
passante per (c; 0) e 5(c;).

PER LA PRECISIONE

Prenderemo in
considerazione casi in cui
S(x) e continua nell’intervallo
[a, b], in modo che sia
garantita l'esistenza
dell’integrale [13].

Con GeoGebra
Volume di un
solido
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d

Approfondimento
2 Volume del tronco

di piramide e del

tronco di cono
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Con GeoGebra
Volume di un
solido di rotazione
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Soffermiamo infine la nostra attenzione sui solidi di rotazione.

Consideriamo il trapezoide limitato nell’intervallo [a, b] dal grafico di una funzione
y = f(x), che supponiamo positiva o nulla (Fig. 22a); facendo ruotare tale trapezoide
in un giro completo intorno all’asse x si ottiene un solido, le cui sezioni con piani
perpendicolari all’asse x sono cerchi (Figg. 22b e c).

A A |
y y=fx) y y

O prdii i
=
/
/
/

a
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=
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.
| R
I|l i ]
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C. Solido ottenuto dalla
rotazione.

b. Le sezioni con piani
perpendicolari all’asse x
del solido che si ottiene
sono cerchi.

a. Facciamo ruotare
il trapezoide colorato
intorno all’asse x.

Figura 22

Per determinare il volume del solido basta allora applicare la [13], tenendo conto che
'area S(x) della sezione del solido con il piano passante per (x, 0) ¢ data da:

S = [f(0)]?

I1 volume V del solido puo dunque essere espresso dalla formula:

La sezione & un cerchio di raggio f(x) (Fig. 22b)

v =] [P dx (14

ESEMPIO Calcolo del volume di un solido di rotazione

Consideriamo la regione finita di piano limitata dagli assi cartesiani e dal grafico della
funzione y = V4 — x . Determiniamo il volume del solido che si ottiene facendo ruotare
tale regione in un giro completo intorno all’asse x.

Il grafico della funzione y=+4-x si
puo tracciare facilmente (& un arco di pa-
rabola); interseca gli assi cartesiani nei
punti A(0, 2), B(4, 0).

* Il solido di cui vogliamo calcolare il vo-
lume & quello generato dalla rotazione
intorno all’asse x della parte di piano limi-
tata dagli assi cartesiani e dall’arco AB. In
base alla [14], il volume del solido é:

4
V= n'[:(J4—x)2dx:nJ:(4—x)dx:n[4x—%}0=8n

Vale una formula analoga alla [13] nel caso che le sezioni che si considerano siano
ottenute con piani perpendicolari all’asse y. Se S(y) & 'area della generica sezione
passante per il punto di coordinate (0, y), il volume del solido é:

v =["sp)dy

Analogamente, il volume del solido generato dalla rotazione intorno all’asse y del
trapezoide limitato dalla curva di equazione x=f(y) per a < y < b ¢ dato dalla formula:

V= nj:[f(y)]zdy [15]
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IN UN ALTRO MODO Il volume di un solido di rotazione con il metodo dei gusci cilindrici

Data una funzione non negativa di equazione y = f(x), consideriamo il trapezoide delimitato dal suo grafico
nell’intervallo [a, b] (Fig. 23a) e il solido generato da una rotazione completa intorno all’asse y di tale trapezoide
(Fig. 23b). E possibile giungere a una formula che consente di calcolare il volume di tale solido integrando ri-
spetto alla variabile x (anziché rispetto alla variabile y). Il ragionamento ¢ esposto qui di seguito.

1. Suddividiamo l’intervallo [a, b] in » intervallini di ampiezza Ax =

-a . . .
e scegliamo un punto ¢; in ogni
intervallino [x; j, x;], esattamente come abbiamo fatto per approssimare I’area del trapezoide come somma

delle aree di opportuni rettangoli. Il rettangolo di base Ax = x; — x;_; e altezza f(c;), nella rotazione intorno
all’asse y, genera un «guscio cilindrico» (Fig. 23c).

A
J
:—{f(x)
: : X
O ; b X
I+
a b C
Figura 23

Immaginiamo ora di «tagliare e srotolare» tale guscio cilindrico (Fig. 24). Il volume del guscio cilindrico puo
essere approssimato (nell’ipotesi che Ax sia molto piccolo) dal volume del parallelepipedo avente altezza f(c;),
profondita Ax e restante dimensione di misura uguale alla lunghezza della circonferenza di raggio c;. Dunque
il volume del guscio cilindrico ¢ approssimativamente (2nc;) f(c;) Ax.

circonferenza = 27ic,
Ax I.'I raggio = e profondita = A)ﬁ

- w

4 o bt
altezza =f(cj.)|

lunghezza = 2mc,

Figura 24

2. Nella rotazione intorno all’asse y, i vari rettangoli di basi Ax = x; — x;_; e altezza f(c;) (per i=1, 2, ..., n) generano
vari gusci cilindrici; la somma dei volumi di tutti questi gusci ¢ una buona approssimazione del volume V del

solido generato dalla rotazione del trapezoide intorno all’asse y: ¢ ragionevole assumere che V sia uguale al
limite di tale somma quando n — oo (Fig. 25).

h cresce ‘! . n—»+0oo

L b b
V =lim Z(ZTECi)f(ci)Ax = J 2nx f(x)dx = V =2n I x f(x)dx [16]
n—>+oo‘ i=1 I a a

Ll
somma di Riemann relativa alla funzione
(2nx) f(x) nell'intervallo [a, b]

Figura 25

In definitiva:

Il vantaggio della formula [16] ¢ che non richiede di esplicitare l'equazione della funzione rispetto alla variabile
X, nei casi in cui cio non ¢ possibile o non & conveniente.
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ESEMPIO Solido generato da una rotazione intorno all’asse y

Consideriamo la parte di piano limitata dal grafico della funzione y = 2 —Jx e dagli
assi cartesiani. Qual & il volume del solido generato dalla rotazione completa di tale
regione di piano intorno all’asse y?

1° modo
Esplicitiamo I'equazione della funzione rispetto alla variabile x:

y=2_\/;:>\/_:2—y:>x:(2—y)2, cony<2

Ora possiamo applicare la [15]; il volume V richiesto ¢ dato da:
2
_ 2 PRV _ 0 4 _ 2 4 _ |:u5:| _ 321
V—nJ‘O 2-y) dy; njzu du—n.[ou du=m 5T

ponendo2-y=u

2° modo
Utilizzando il metodo dei gusci cilindrici abbiamo:
4
4 3
VZZTCI x(2—\/-x—)dx:2n x2_£x2 :32_75
0 —0 5 5

f(x)

Applicazioni del concetto di integrale

definito alle scienze e alla tecnica

In questo paragrafo presentiamo alcuni esempi delle innumerevoli applicazioni del
concetto di integrale definito.

Posizione, velocita e accelerazione

Sappiamo che se s(t) ¢ la legge oraria di un punto materiale in un moto rettilineo,
allora la velocita del punto in quell’istante ¢ la derivata di s(f), ossia:

v(t) =5'(t)

Ne segue che:

variazione della posizione del punto,
ovvero spostamento subito dal punto
I—J—‘ﬂ

[“vydr=["swdt = s() - s@)
t t

Percio lo spostamento subito da un punto che si muove su una retta con velocita v(f)
nell’intervallo di tempo [, t,] ¢ dato dall’integrale:

tz
jﬁ V() dt 71
Se v(t) =2 0, 'integrale [17] esprime lo spazio effettivamente percorso dal punto; in caso

contrario, per determinare quest'ultimo bisogna tenere conto delle inversioni di
moto, percio occorre integrare il valore assoluto della funzione v(f), cioé calcolare:

[ wonar 18]
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ESEMPIO Calcolo dello spazio percorso

Un punto materiale si muove lungo l'asse x con una velocita espressa dalla legge
v(t) = t? — 3t + 2 (misurata in metri al secondo). Determiniamo:

a. lo spostamento del punto nell’intervallo di tempo compreso tra 1 e 4s;

b. lo spazio percorso dal punto nell’intervallo di tempo compreso tra 1 e 4 s.

a. In base a quanto abbiamo detto lo spostamento del punto ¢ dato dall’integrale:

4 3 32 4 9
I I

t2_3t+2 dt= —_— = 42| ==

Jl( : [3 2 l 2

Dunque il punto si & spostato di 4,5 m verso destra.

b. Osserviamo che v(f) = (t — 1) (t — 2), quindi nell’intervallo [1, 4] risulta v(t) <0 per
1<t<2ev(t) 20 per 2 <t<4.Cio significa che il punto si ¢ mosso «sia in avanti
sia indietro»; dunque per calcolare lo spazio totale da esso percorso nell’inter-
vallo [1, 4] dobbiamo utilizzare la [18]:

[ vora= " voyde+ [ veyde =

= Lz —(t2—3t+2)dt+.[24 (2= 3t+2)dt =

3 2 2 3 2 4
z[_t_+34_2t} +[t__34+2t} _29 443
32 L L3 2 , 6

Concludiamo che complessivamente il punto ha percorso, nell’intervallo preso
in considerazione, circa 4,83 m.

Se ¢ nota la funzione che esprime I'accelerazione a(f) di un punto materiale in fun-
zione del tempo, 'integrale definito della funzione a(f) sull’intervallo [t,, £,] esprime
la variazione di velocita che ha subito il punto in tale intervallo; ricordando che
a(t) = v'(t) abbiamo infatti:

ta ta
L a(t)dt =L V() dt = v(ty)—v(t) variazione subita da v(t) nell’intervallo [t;, t2]
1 1

Quantita di carica

Nel Volume 4, Unita 5, abbiamo visto che ’intensita di corrente che circola in un
conduttore all’istante ¢, ossia 'intensita di corrente istantanea, ¢ la derivata della
funzione g(f) che esprime la quantita di carica in funzione di ¢, ossia: i(f) = q'(f). Ne
segue che:

j: i(Hdt = jf 7B dt = q(t,) - q(t,)

Percio, per determinare la quantita Q di carica che attraversa la sezione di un con-
duttore nell’intervallo di tempo [¢,, t,] basta utilizzare la formula:

Q= j:i(t) dt

ESEMPIO Calcolo della quantita di carica

In un circuito l'intensita di corrente, misurata in ampere (A), varia con la legge
i(t) = 6t> + 2t; qual & la quantita di carica in coulomb (C) che attraversa una sezione del
circuito nei primi due secondi dopo la sua chiusura?

Utilizzando la precedente formula con t, =0 e t, = 2, abbiamo:

Q= joz (68> + 2t)dt = [263+ tzjé =20C
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Lavoro di una forza

Consideriamo una forza avente per direzione costante una retta, che scegliamo come
asse delle ascisse, e supponiamo che I'intensita della forza sia espressa, in funzione
dell’ascissa x del punto di applicazione della forza, da una funzione continua F(x).
Vogliamo calcolare il lavoro L compiuto dalla forza nello spostamento dal punto di
ascissa a al punto di ascissa b.

A tale scopo, suddividiamo lintervallo [a, b] in n intervalli aventi estremi
—a

Xo =4, Xy, ..., X, = b, ciascuno di ampiezza Ax =

Se 'ampiezza Ax ¢ molto piccola, i valori assunti da F(x) nell’intervallo [x;_;, x;]
saranno praticamente costanti (dal momento che stiamo supponendo la funzione
F(x) continua); possiamo dunque approssimare I'intensita della forza nell’intervallo
[x;_1, x;] con F(c;), essendo c; un punto arbitrariamente scelto in tale intervallo.

Il lavoro compiuto dalla forza nell’intervallo i-esimo sara allora:

F(Ci) Ax

e la somma dei lavori in tutti gli intervalli in cui e stato suddiviso [a, b] risultera:

ZF(C,-)Ax [19]

i=1

E ragionevole a questo punto assumere che il lavoro L compiuto dalla forza F(x) nello
spostamento da x = a a x = b sia il limite della [19] per # — +oo. Poiché la [19] ¢ una
somma di Riemann della funzione F(x), passando al limite otteniamo un integrale
definito, quindi:

L= jb F(x) dx

ESEMPIO Lavoro di una forza variabile

Consideriamo una molla, avente costante di elasticita k=300 N/m, riferita a un sistema
di ascisse rispetto al quale la molla & in posizione di riposo quando il suo secondo estre-
mo coincide con l'origine. Qual & il lavoro necessario per allungare la molla di 10 cm
dalla posizione di equilibrio?

5_—,. x (cm)

In base alla legge di Hooke, la molla esercita una forza di richiamo F = —kX quando
viene allungata di x unita. Per allungare la molla dobbiamo dunque esercitare una
forza contraria, di intensita kx.

Trasformati i centimetri in metri (per esprimere il lavoro in joule), il lavoro neces-
sario per allungare la molla sara dato da:

0,1 0,1 1,
j kxdx=3ooj xdx:300[—x} ~1,5]
0 0 2 1
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l Funzioni integrabili e integrali impropri

Le funzioni integrabili

Nell’esporre il concetto di integrale definito di una funzione fin un intervallo [, b]
abbiamo supposto, per semplicita, che la funzione f fosse continua: la continuita di f

b
infatti & condizione sufficiente perché I'integrale J. f(x)dx (inteso come limite per
a

n —eo di una somma di Riemann della funzione) esista finito e sia un numero reale

ben definito. b

In realta l'esistenza dell’integrale definito j f(x) dx puo essere provata per classi di
a

funzioni piu ampie della classe delle funzioni continue. Infatti, convenuto di chia-

b
mare integrabile in [a, b] una funzione f per cui esiste J. f(x)dx, si potrebbe dimo-
strare il seguente teorema. !

TEOREMA 4 | Integrabilita di una funzione

Sia funa funzione definita e limitata in [a, b]. Allora la funzione f ¢ integrabile se
e verificata una qualsiasi delle seguenti condizioni:

* fe crescente (o decrescente) in [a, b];

* fecontinuain [a, bl;

¢ fpresentain [a, b] un numero finito di punti di singolarita eliminabili o di punti
di salto.

Sostanzialmente, quindi, quasi tutte le funzioni limitate in un intervallo [a, b] sono
integrabili. Il «quasi» richiama l'attenzione sul fatto che esistono delle eccezioni (vedi
il prossimo esempio), ma esse riguardano soltanto funzioni «particolari», con cui
comunemente non si lavora.

ESEMPIO  Funzione non integrabile

Verifichiamo che la funzione definita da f(x) = detta funzione di

{1 se x &razionale
Dirichlet, non & integrabile in [0, 1].

0 se x &irrazionale’

Consideriamo la suddivisione dell’intervallo [0, 1] in # intervalli [x;_;, x;] di uguale
ampiezza %, coni=1, ..., n.

Le somme di Riemann ottenute scegliendo in ogni intervallo [x;;, x;] un punto ¢;
razionale sono uguali a:

n n
2 fle)Ax = iz flc) = iﬁ’l =1 f(c)=1perognii=1,.., n
i=1 i=1

quindi tendono a 1 per n — oo
Le somme di Riemann ottenute scegliendo in ogni intervallo [x;_;, x;] un punto c;
irrazionale sono uguali a:

;f(Ci)Ax =i§f(ci) = i.o =0 f(c)=0perognii=1,..,n

quindi tendono a 0 per # — +eo. Poiché abbiamo trovato due somme di Riemann
che hanno limite diverso per n — +oo, la funzione non ¢ integrabile in [0, 1].

Chiarito che I'integrale definito di una funzione in un intervallo [a, b] esiste per la
maggioranza delle funzioni definite e limitate in [a, b], I'ulteriore passo che resta da
fare ¢ quello di estendere, se possibile, la definizione di integrale definito al caso di
funzioni illimitate in [a, b] o definite su intervalli illimitati. Si parla in questi casi di
integrali impropri o generalizzati.

soni integrabilj j,
?\)(\1\ [7) 4

- O“\ continue in
N

Funzioni
derivabili
in [a, b]

Figura 26 Relazioni di
inclusione tra gli insiemi
delle funzioni continue,
derivabili e integrabili in
un intervallo [a, b].
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Figura 27 Interpretazione
geometrica dell'integrale

di una funzione illimitata per
x = b: l'integrale corrisponde
al limite per t —» b~ dell’area
del trapezoide colorato.
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Integrali impropri su intervalli limitati

Consideriamo una funzione f, continua in [4, b) ma non in x = b; cid accade per
esempio se x = b & un asintoto verticale per la funzione, cioe se:

lin;_ f(x) =too

Lintegrale di f sull’intervallo [a, b] viene definito nel modo pit naturale possibile: si
integratraaet, con t < b, e poi si passa al limite per t — b7; si pone cioe:

J fxyax = tim [ f dx [20]

Linterpretazione geometrica di questa definizione ¢ data in Fig. 27.
Se il limite [20] esiste finito, allora si dice che f ¢ integrabile in senso improprio

b
(o generalizzato) in [a, b] e che I’integrale J f(x)dx & convergente. Se il limite [20] &

+o0 oppure —oo, I'integrale si dice divergente. Se infine il limite non esiste, allora si
dice che I'integrale non esiste.
Analogamente, se f & continua in (4, b] ma non in x = a, poniamo:

b b
[ fydx = lim [ fx) dx [21]
a t—aJt
Infine, se f non ¢ continua in x = ¢, con a < ¢ < b, poniamo:

[ = feodx+ [ fx)d 2]

e diciamo che I'integrale al primo membro della [22] converge se e solo se convergono
entrambi gli integrali al secondo membro; in caso contrario diremo che I'integrale al
primo membro non esiste in senso improprio (o generalizzato).

ESEMPI Integrali impropri relativi a funzioni illimitate

Calcoliamo i seguenti integrali, se convergono:
5
1 3
a. dx b.
j1 x-1 j X—2 ox
. . . . . . 1
a. Osserviamo anzitutto chel’integrale ¢ improprioperchélafunzione f(x) =
g propriop fo) ==

non ¢ definita in x = 1, dove presenta un asintoto verticale.
In base alla [21] abbiamo:

5
1 .
——dx = hmf ———dx = lim | 2Vx =lim(4-2vt-1)=
fl Vx—1 t—1 vx—1 t—1" [ ] t—1" ( )
Dunque l'integrale dato ¢ convergente e vale 4. Poiché la funzione integranda &
positiva, possiamo interpretare I'integrale geometricamente come area della re-
gione di piano limitata dal grafico della funzione, dall’asse x e dalle rette x =1 e
x =5 (Fig. 28); nota che si tratta di una regione di piano illimitata, ma di area finita.

A
.
Yot

Figura 28
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b. Anche in questo caso I'integrale ¢ improprio perché la funzione integranda non
¢ definita nel punto x = 2, interno all’intervallo di integrazione [-1, 3], dove la
funzione presenta un asintoto verticale (Fig. 29). In base alla definizione [22], con
¢ =2, abbiamo:

3 2
1 1
d =f
f_lx—z x _1x—2

Lintegrale dato sara convergente se e solo se sono convergenti entrambi gli integrali
a secondo membro della [23]. Abbiamo pero che:

2
f dx = lim
1 x=2 t—2

= lim(In|t-2|-In3)=—co
-2

3
1
dx + f > dx [23]

2 X—

. t
Lz fim (k-2 -

Cio ¢ sufficiente per concludere che I'integrale di partenza non esiste in senso im-
proprio.

Integrali impropri su intervalli illimitati

Consideriamo una funzione f, continua in [a, +e0). L'integrale di f in [a, +eo) viene
definito similmente al caso precedente: si integra tra a e t, con t > a, e poi si passa al
limite per t — +eo (Fig. 30); si pone cioé:

j:m fe)dx = lim jt f(x)dx 24]

y
y=f(x)
(0] a t x=
o N
costante variabile

Figura 30 Interpretazione geometrica di un integrale nell’intervallo [a, +): I'integrale
corrisponde al limite per t — + dell’area del trapezoide colorato.

Se il limite [24] esiste finito, allora si dice che f ¢ integrabile in senso improprio

(o generalizzato) in [a, +o0) e che I'integrale J.+°<, f(x)dx & convergente. Se il limite

[24] € +oo oppure —oo, I'integrale si dice divergente. Se infine il limite non esiste, al-
lora si dice che I'integrale non esiste.
Analogamente, se f ¢ continua in (—ee, b] si pone:

b b
[ fe@dx= tim [ fe)dx [25]

Infine, se f & continua in R, si pone:

[T rwax=]"_foax+ [ fwadx [26]

dove ¢ € R ¢ un punto arbitrariamente scelto. L'integrale al primo membro della [26]
si dice convergente se e solo se convergono entrambi gli integrali al secondo membro;
in caso contrario diremo che I'integrale al primo membro non esiste in senso impro-
prio (o generalizzato).

=
9

Figura 29

RIFLETTI

Nella [26] la scelta del punto
c é arbitraria nel senso che,
in forza della proprieta di
additivita rispetto
all’intervallo di integrazione,
il valore dell’integrale
improprio € indipendente
dalla scelta di c. Verificalo
per esercizio.
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ESEMPI Integrali impropri relativi a intervalli illimitati

Calcoliamo i seguenti integrali, se convergono:

a. rm e *dx b. jm 1—dx C. JM L dx d. j+w X dx
0 " e 1+ X2 o T4+ x2

a. In base alla definizione [24] abbiamo:

+o0 t
J e *dx = lim e ¥*dx = lim [—e‘x]f) = lim (1-¢ %=1
0 t—+oo 40 t—+oo t—>+oo

dunque lintegrale ¢ convergente. Linterpretazione geometrica ¢ la seguente: la
regione di piano limitata dal grafico della funzione, dall’asse y e dall’asse x ¢ illi-
mitata ma ha area finita, uguale a 1 (Fig. 31).

A
Yy

\

O X

Figura 31
b. In base alla definizione [24] abbiamo:

+oo t
j Lax=lim | Ldx= lim [1n|x|]i = lim In|t|=+co
1 X t>+eed 1 X t—>+oo fstoo

Lintegrale e divergente. La regione di piano delimitata dal grafico della funzione,
dall’asse x e dalla retta di equazione x = 1 ¢ illimitata e ha area infinita (Fig. 32).

[
J

' Figura 32

c. In base alla definizione [26] abbiamo, scegliendo ¢ = 0:

+o0 1 0 1 +o0 1
f 2dx:J 2alx+f S-dx [27]
U o 1+ x 0o l+x

Calcoliamo ora separatamente i due integrali al secondo membro della [27]:

1 1
f > dx = lim >-dx = lim [arctan x]?:
oo ]. + X t——oo ¢ ]_ + f—>—c0

X
lim (—arctant) = —(—L) =L

e 2) 2
Inoltre:
+oo t
1 . 1 . t . T
> dx = lim >-dx = lim [arctan x]p= lim arctant =—-
o l+x toteo Jo 1+ X f—>+oo f—>+oo 2
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Poiché entrambi gli integrali convergono, anche I'integrale di partenza converge
e risulta:

| T T
d =—4—=
j_m1+x2 Xy, TE

In alternativa, osservando che la funzione integranda & pari, si sarebbe potuto
procedere cosi:

I o T
j 2dx=2j sdx=2-—=m
w 1+ X o 1+x 2

Linterpretazione geometrica ¢ la seguente: la regione limitata dal grafico della
funzione e dall’asse x ¢ illimitata ma ha area finita, uguale a n(Fig. 33). Figura 33

d. In base alla definizione, scegliendo ¢ = 0, abbiamo:

+oo X 0 X +oo X
J 2dxzf 2dx+J 2dx
o 1+ x B 0o l+x

e I'integrale al primo membro converge se e solo se convergono entrambi gli in-
tegrali al secondo membro. Risulta tuttavia:

+oo t t
j X dx=lim X _dx=lim l:%ln(1+x2):|=lim-%-ln(1+t2)=+oo

o 1+ x? t>too J o 1+ x? t—>+oo 0 t—>too

Cio é sufficiente a concludere che I'integrale dato non esiste in senso improprio,
secondo la definizione data.

1
T+ x°

.._\_/’O X
Figura 34

Analizzando il grafico della funzione integranda (Fig. 34) e riconoscendo che ¢
dispari, il risultato ottenuto potrebbe lasciare perplessi: verrebbe naturale pensare
chel’integrale considerato debba essere nullo (cosi come ¢ nullo I'integrale di qua-
lunque funzione continua dispari su un intervallo limitato e simmetrico rispetto
all'origine). In effetti, avremmo ottenuto come risultato 0, se avessimo definito:

+oo t
J X dx = lim

1+ a2 oo ) _p 14 x2

B Fx)=

Tuttavia una definizione di integrale improprio di questo tipo porterebbe a
delle contraddizioni (vedi la rubrica sottostante): di qui il motivo della defini-
zione data, che richiede invece di valutare separatamente i due integrali sugli
intervalli (—eo, 0) e (0, +oo).

PER SAPERNE DI PIU Che cosa giustifica le definizioni di integrali impropri date?

Come abbiamo anticipato alla fine dell’esempio precedente, la seguente definizione di
integrale improprio su R:

[ fodx = tim [ fx)da [28]

porterebbe a delle contraddizioni. Per esempio, 'integrale della funzione f(x) =x su R,
secondo la [28], risulterebbe uguale a 0; tuttavia, se traslassimo la funzione f(x) = x di
una unita verso destra (lasciando quindi inalterate le aree limitate dal grafico della
funzione sopra e sotto I’asse x) e calcolassimo I'integrale della funzione f;(x) =x—1 su
R sempre secondo la [28], otterremo come risultato —eo, con evidente contraddizione.
Motivazioni analoghe giustificano la bonta delle definizioni di integrali impropri che
abbiamo adottato nel caso di intervalli limitati (definizioni in base alle quali, per esem-

pio, la funzione f(x)= % non ¢ integrabile nell’intervallo [-1, 1], sebbene si tratti di

una funzione dispari, integrata su un intervallo simmetrico rispetto all’origine).
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Approfondimento
Altri criteri di
integrabilita
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Criteri di integrabilita
Sussistono alcuni criteri per stabilire se un integrale improprio & convergente o di-
vergente senza dover calcolare I'integrale stesso. Ci limitiamo a enunciare due teo-
remi paragonabili ai teoremi del confronto per il calcolo dei limiti.

TEOREMA 5 | Primo teorema del confronto

Siano f e g funzioni continue in [, b), illimitate per x — b".

b b
a. Se 0 < f(x) < g(x)in [a, b) e j g(x)dx e convergente, allora anche _[ flx)dx &
convergente e risulta: ! ‘

0< J:f(x) dx < j:g(x) dx

b b
b. Se f(x) > g(x) in [a, b) e I g(x) dx e divergente, allora anche .[ f(x) dx e diver-
gente.

Un criterio analogo vale se f ¢ continua in (a, 4] e illimitata per x — a™.

TEOREMA 6 | Secondo teorema del confronto
Siano f e g funzioni continue in [a, +o0).
+oo +oo
a. Se 0<f(x) <g(x)in [a,+e0) e _[ g(x) dx e convergente, allora anche .[ flx)dx
¢ convergente e risulta: ‘ ¢

0< J.:w flo)dx < J.:w g(x)dx

b. Se f(x)> g(x) in [a,+) e J.Jm g(x)dx & divergente, allora anche rm flx)dx e
divergente. ‘ ¢

Un criterio analogo vale se I'intervallo in cui f e g sono continue & (—eo, a].

ESEMPI Utilizzo dei criteri del confronto

1 .

. . 5—sinx

a. Dimostriamo chej = s
0

. dx é divergente.

La funzione integranda non ¢ continua in x = 0 dove presenta un asintoto verti-
cale (perché?). Per ogni x € (0, 1] risulta 5 — sin x = 4, quindi 2-sinx > i.
Poiché: x x
‘4 . (4 . 1
f —dx=1lim | —dx=1lim[41In|x|] =lim(-4In|t|)=+eo
0 X t—0"J ¢ X t—0" bot0°
‘4
I'integrale f ;dx ¢ divergente, dunque per il Teorema 5 anche I'integrale
0
le o
f 2=sinx gy diverge.
0 X
b. Dimostriamo che Lme‘xzdx & convergente.
Per ogni x > 1 risulta x* > x, quindi: —x* < —x, da cui 0< e ™' < e ™.
Poiché:

+oo

_ . t_ . _ Tt . _ _ _

J e *dx = lim e"dxzhml:—e x:l = lim(—ef4+e)=¢!
1 t—too 91 t—>+oo L oo

+oo
I'integrale -[1 e “dx & convergente. In base al Teorema 6 possiamo concludere

+oo 2 . .
che anche L e”* dx & convergente e risulta:

+oo
osj e de<t
1 e
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! Integrazione numerica

Come abbiamo visto nel paragrafo precedente, esistono alcune funzioni le cui primi-
tive non sono elementari. Per calcolare I'integrale definito di una funzione di questo

. . 1 _xz \ . . .
tipo, per esempio per calcolare J e~ * dx non e possibile avvalersi del teorema fon-
0

damentale del calcolo (dal momento che non ¢ possibile individuare una primitiva
elementare di e™); si ricorre percio a dei metodi approssimati. In questo paragrafo
illustriamo i pitt comuni di questi metodi.

Il metodo dei rettangoli
Supponiamo che f sia una funzione continua e non negativa nell’intervallo [a, b] e

b
proponiamoci di determinare un’approssimazione dell’integrale J fx)dx.
a

Suddividiamo I’intervallo [a, b] in n intervallini di ampiezza Ax = — a

Gli estremi degli intervallini sono:
Xo=a, x;=a+Ax, x,=a+2Ax, .. x,=b

Detto ¢; il punto medio dell’intervallino [x,_;, x;], il modo pil elementare di appros-
simare |'integrale definito della funzione f nell’intervallo [a, b] & quello di approssi-
mare 'area che esso rappresenta con la somma delle aree dei rettangoli di base Ax e
altezze f(c;) (Fig. 35).

A
y
&}
Figura 35 Approssimazione di — "l . i
un integrale definito con il ol, ='er c, X, X4 ¢ X p,. X
metodo dei rettangoli. & 4

Si giunge cosi alla seguente formula, valida anche per funzioni di segno qualunque.

FORMULA | Metodo dei rettangoli

Sia funa funzione continua in [, b]. Vale la seguente formula di approssimazione:

Jabf(x) dx = Ax[f(c)+ flc) + ...+ f(c,)] [29]
b—a

dove: Ax= , = %(x,-_ﬁ x;) = punto medio di [x;_, x;], x;=a+iAx

ESEMPIO  Approssimazione di un integrale con il metodo dei rettangoli

3
Approssimiamo .[1 e dx con il metodo dei rettangoli, applicato con n= 4.

Dividiamo I'intervallo [1, 3] in 4 intervallini di ampiezza Ax = % =0,5.

Gli estremi degli intervallini e i loro punti medi sono rappresentati in figura.
1 P

1 1’.25 ] 1’25 ] 2’.25 ] 2’.75
1 15 2 25 3 X

Utilizzando i punti medi (colorati in rosso) otteniamo:

[Pedx = 0,5-101,25)+ £1,75)+ f(2,25)+ f(2,75)] = Formula (29
|_1_‘ - T ) ! T d ) T | E T 4

AX (4] C2 G C4

=05 [T 4 ¢ (7 4 o702 4 270 2 0,13

Figura animata
Approssimazione di
un integrale definito
con il metodo dei
rettangoli
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Il metodo dei trapezi

Larea del trapezoide definito dalla funzione f (continua e non negativa) nell’inter-
vallo [a, b] puo, in alternativa, essere approssimata con la somma delle aree dei tra-
pezi rappresentati in Fig. 36.

[

1

PO e

[
i
L é

X, X

1] 1

Figura 36 Approssimazione di un integrale definito con il metodo dei trapezi.

Consideriamo per esempio il trapezio avente come altezza I'intervallo [x;_, x;]; 1a sua

Sommando le aree di tutti i trapezi otteniamo:

AR f0) + )]+ 5 AxLF00) + F060) oot AR f5, 1)+ fx)] =

Ax [ floxg)+ flx)+ flx)+ fx)+ .o+ f(x,)+ flx,)]=
Lt ¢

ciascuno dei termini

, f(x2), ..., f(Xn-1)

compare due volte nella somma

= %Ax [ flxo)+2f(x)+2f(p) + . + 2f(x,_1) + flx,)]

Se ne deduce la formula seguente, valida anche per funzioni di segno qualunque.

__ Figura animata 4
*4  Approssimazione di
un integrale definito
con il metodo dei
trapezi
Ol a
area sara uguale a:
1
5 Ax[ [l + )]
.
2
f(x1)
SUGGERIMENTO

FORMULA
Osserva la sequenza dei
coefficienti nella formula
relativa al metodo dei
trapezi:

1,2,2,..,2,1
dove:

AX =

>

n

3-1

AX
4

Xi

Il metodo dei trapezi

Sia funa funzione continua in [a, b]. Vale la seguente formula di approssimazione:

b
f fx)dx = %Ax [f(x0) + 2f(x1) + 2f (%) + ... + 2f(x,, 1) + f(x,)]

[30]

=a+ilAx

ESEMPIO  Approssimazione di un integrale con il metodo dei trapezi
3
Approssimiamo L e dx con il metodo dei trapezi, applicato con n= 4.
Dividiamo I'intervallo [1, 3] in 4 intervallini di ampiezza:
—=0,5

Gli estremi degli intervallini che si vengono a determinare (e che servono per l'ap-
plicazione della formula dei trapezi) sono rappresentati in figura.

1
X

3
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Osserva che si tratta dello stesso integrale e della stessa suddivisione dell’intervallo
considerati nel precedente esempio (svolto con il metodo dei rettangoli). Ora, pero,
sono gli estremi degli intervallini, non i loro punti medi, che servono per il calcolo
approssimato.

Utilizzando tali punti otteniamo:

3 _ 2 1
Ydx = =-0,5-[ f()+2f(1,5)+2f(2)+2f(2,5)+ f(3)]=
Le x 2 ._1_.[f(L1_.) f( ) f(L]_,) f( ) f(l_rl)] Formula [30]
AX Xo X1 X2 X3 X4

=0,25- [e W 4 2e7 1) 4 267D 4 272 4 o0 20,15

Il metodo delle parabole

Un metodo piu raffinato per approssimare un integrale definito si basa sull’idea di
approssimare il grafico della funzione integranda f tramite archi di parabola.

1. Consideriamo come al solito i punti a = x, Xy, ..., x,, = b che suddividono l'inter-
vallo [a, b] in n intervalli di uguale ampiezza, ma supponiamo questa volta che n
sia pari. Consideriamo quindi gli intervalli:

[x()) xz]» [xzr x4]> cee [xn—Z) xn]
i quali, per costruzione, hanno come punti medi xy, x3, ..., x,,_; (Fig. 37a, con n =6).

2. Fissiamo l'attenzione, per esempio, sull’intervallo [x,, x,]: il grafico della funzione
fin questo intervallo puo essere approssimato dall’arco di parabola (con asse ver-
ticale) passante per i punti P,, P, P, di ascisse x,, x3, x4 (Fig. 37b). Un’analoga ap-

. . . ; .. . . . Figura animata
prossimazione puo essere compiuta in ciascuno degli altri intervalli. r3 9

Approssimazione di
3. Larea del trapezoide definito dalla funzione f nell’intervallo [a, b] puo essere ap- un integrale definito
prossimata dalla somma delle aree dei trapezoidi individuati dagli archi di para- con il metodo delle

. . arabole
bola di cui al punto precedente (Fig. 37c). P
[ A [ 1
Y Y J
) parabola a
1 ; ¥ [ ] '
1 E [ L E
' i y
St ¥ i
* : ; ; : E : :
H ) i A H : H - H ; L ; i ; H -
1 T t T T T T - - T T T T T -
Ol \ % % X x x [ X o X & I\\ % XIE X Xy X [ X
a=x, x,=b a=x, x&= b
a. Vogliamo approssimare l'area b. «Zoom» sull’intervallo [x2, Xa]. c. Possiamo approssimare la funzione
del trapezoide limitato dal grafico di L'arco del grafico della funzione in con un arco di parabola in ciascuno dei
y = f(x) nell'intervallo [a, b]. questo intervallo puo essere tre intervalli
.Suddl\.IISO I'intervallo [a, b] tramite approssimato dall’arco della par.abola. [xo, x2], [X2, Xal, [Xa, Xe]
i punti a=xo, x1, X2, ..., X6 = b con asse verticale passante per i punti: quindi assumere come approssimazione
consideriamo i tre intervalli:
Pa(x2, f(x2) dell’integrale definito di f nell’intervallo

[x0, x2], [x2, X4], [X4, X¢] che hanno come Ps(x3, f(x3))

punti medi rispettivamente x1, x3, xs. [a, b] la somma delle aree dei tre

Pa(xa, f(xa)) trapezoidi individuati dai tre archi di
parabola.

Figura 37

Fissando l'attenzione, per esempio, sull’intervallo [x,, x,] e detta y = P(x) 'equazione
della parabola che passa per i punti P,, P3, P4, ¢ possibile dimostrare che:

[ P dx = 2 )+ 4fe)+ fix)]




SUGGERIMENTO

Osserva la sequenza dei
coefficienti nella formula
relativa al metodo delle
parabole:
1,4,2,4,2,..,4,2,4,1

Il primo e l'ultimo
coefficiente sono sempre
degli 1; il secondo e il
penultimo coefficiente sono
sempre dei 4; i restanti
coefficienti sono costituiti
alternativamente da 2 e 4.
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Una formula analoga vale negli altri intervalli, percio la somma delle aree dei trape-
zoidi limitati da tutti gli archi di parabola ¢ uguale a:

%Ax[ Floxo) +4f() + f(xz)]+%Ax[ F0) +4f () + o) + o

ciascuno dei termini
f(x2), f(x4), ..., f(Xn2)

compare due volte nella somma

+%Ax[ FGa)+ 4f (e, )+ fx,)] =

Ax[f(xg) +4f(x)+ 2f(x) + ... + 2f(x,,5) + 4 f(x,, ) + fx,)]

W |

Se ne deduce la seguente formula.

FORMULA | Metodo delle parabole (o di Simpson

Sia funa funzione continua in [a, b]. Vale la seguente formula di approssimazione:
b
1
j flx)dx = EAx[f(xo) +4f(x)+2f(x) +4f(x3)+...+

+2f(%-2) + 4 (%) + flx,,)] [31]

\ . b—a
nepari, Ax= :
n

dove: xj=a+iAx
ESEMPIO  Approssimazione di un integrale con il metodo delle parabole
Approssimiamo l'integrale:
3
L e dx
con il metodo delle parabole, applicato con n = 4.

Dividiamo l'intervallo (1, 3] in 4 intervallini di ampiezza:

3-1
Ax=>"L_¢5
Ty

Gli estremi degli intervallini che si vengono a determinare (e che servono per I'ap-
plicazione della formula delle parabole) sono rappresentati in figura.

1 15 2 25 3 X

Osserva che si tratta ancora dello stesso integrale analizzato nei due esempi prece-
denti. I punti che servono per la stima con il metodo delle parabole sono gli stessi
utilizzati per la stima con il metodo dei trapezi; ci6 che cambia sostanzialmente ¢ il
diverso «peso» attribuito ai valori assunti dalla funzione in corrispondenza dei
punti in cui ¢ stato suddiviso I'intervallo originario.

Utilizzando tali punti otteniamo:

J.:e_"zdx = %-&E-[f(&)+4f(&£)+2f(g)+4f(2 5)+ f(3))=

R Formula [31]
!

AX X3

(e 4 46709 4 27O 4 4709 4 O 2 0,14

1
6

Confrontando le approssimazioni dell’integrale ottenute tramite i metodi dei rettan-
goli, dei trapezi e delle parabole (rispettivamente 0,13; 0,15; 0,14) con il valore esatto
dell’integrale (che risulta 0,1393...) osserviamo che il metodo delle parabole ¢ quello
che fornisce la stima migliore. Non si tratta di un fatto casuale, ma di un risultato
prevedibile in base ai teoremi che presenteremo nel prossimo sottoparagrafo.
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La valutazione degli errori commessi

I seguenti teoremi permettono di stimare gli errori che si commettono nell’appros-
simazione di un integrale definito con i metodi visti.

Puoi facilmente comprenderne I'importanza: fissato preliminarmente I'errore mas-
simo che si e disposti ad accettare, ¢ essenziale sapere quanto finemente suddividere

I'intervallo di integrazione per assicurarsi la precisione voluta.

TEOREMA 7 | Valutazione dell’errore nel metodo dei rettang

b
Siano Ej e Er gli errori che si commettono approssimando J f(x) dx rispettiva-
a

mente con il metodo dei rettangoli e il metodo dei trapezi relativo a n suddivisioni
dell’intervallo [a, b].
Se la funzione f ha derivata seconda continua nell’intervallo [a, b] e K & una co-

ATTENZIONE!

Gli errori di cui si parla nei
Teoremi 7 e 8 sono errori
dovuti al tipo di
approssimazione realizzata;
non sono da confondere con
gli «errori macchina», cioé
con gli errori di

stante tale che | f”(x)| < K per ogni x € [a, ], allora risulta:

PR
a. |Eg| < K@b-ay
24n?

arrotondamento insiti nei
processi di calcolo dei
computer e dei dispositivi
elettronici.

3
b. |E;| < Kb=a)
12n?

TEOREMA 8 | Valutazione dell’errore nel metodo delle parabole

b
Sia Ep l'errore che si commette approssimando J f(x)dx con il metodo delle pa-
a

rabole relativo a n suddivisioni dell’intervallo [a, b].

Se la funzione f ha derivata quarta continua nell’intervallo [a, b] ed M & una co-
stante tale che | f(x) | < M per ogni x € [a, b], allora risulta:

1B < M(®B - ay
L= 180m*

Nel caso del metodo dei rettangoli e del metodo dei trapezi, la stima dell’errore &
inversamente proporzionale al quadrato di n; nel metodo delle parabole, invece, essa
¢ inversamente proporzionale alla quarta potenza di n: cid conferma che, a parita del
valore di n, il metodo delle parabole fornisce una stima pitt accurata di quella fornita
dagli altri due metodi.

Vedremo negli esercizi come si possano utilizzare i precedenti teoremi per stabilire
a priori il numero # di parti in cui suddividere I'intervallo [a, b] per essere certi di
ottenere un’approssimazione dell’integrale con un errore minore o uguale a un nu-
mero prefissato.

2 Esercizi p. 201




_.

"Percorso delle idee

/_ AX =

Integrale definito

L’integrale definito

Sia f: [a, b] — R una funzione continua.
Considerati i punti: a = xg, X1, X2, -+., Xp_1, Xn = b
che suddividono [a, b] in n intervalli di ampiezza
b-a
n

e preso in ciascun intervallo [x;_1, x;] un

arbitrario punto ¢;, si pone:

Si puo dimostrare che il limite & indipendente dalla
suddivisione di [a, b] e dalla scelta dei punti c;.

b

n
J f(x) dx = lim Y f(c;)ax Ax

N—+eo i=1
Integrale Somma :
definito di Riemann :
di fin [a, b] di fin [a, b] !
1
CI

"

BRI

!

o [Cegdx=0e [ flx)dx = -j: F(x) dx

. j:[kf(x) + hg(x)]dx = kj: F(x) dx + h : g(x) dx Linearita

o [0 o0 dx =[S Fx) dx+ |7 Flx)dx Additivita
* f(x)<g(x) perogni xe[a b] = [ () dx < [ g0 dx IR

Teorema del valore medio

Sia f una funzione continua in [a, b]; allora esiste un numero c € [a, b] tale
che f(c) & uguale al valore medio di fin [a, b] cioé tale che:

1 b Valore medio della
Q=i J, fo ax -|:funzione fin [a, b]

Teorema fondamentale del calcolo integrale

Sia f una funzione continua su [a, b] ed F : [a, b] — R la funzione integrale
associata a f (relativa al punto a), definita da:

F(x) = jax F(t) dt

Allora la funzione F & derivabile (quindi anche continua) in [a, b], e risulta:

F’(x) = f(x) perognixel[a, b]

Calcolo di un integrale definito

funzione
integranda primitiva della funzione f
(N N i b VAR
imiti di -
integrazione\ f(X‘) di( B F(b) - F(a)
a \ /
variabile
di integrazione
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Calcolo di aree

L’area della regione di
piano limitata y
nell'intervallo [a, b] dai

w

3
grafici di due funzioni /
continue f e g tali che : i
f(x) = g(x) & data : i
dall'integrale: N g(x)

[210) - g1 dx

Calcolo di volumi

w

Metodo delle sezioni Solidi di rotazione

Consideriamo un solido limitato da due Consideriamo il solido generato da una
piani perpendicolari all’asse x passanti per rotazione completa intorno all’asse x
(a, 0) e (b, 0), tale che I'area della sezione del trapezoide limitato
del solido con il piano perpendicolare all’asse x dal grafico di una
passante per (x, 0) sia espresso dalla funzione funzione continua
S(x). A f nell'intervallo
Allora il J /| S(x) y| [a, bl.
volume V / Allora il volume V
del solido : del solido & dato
& dato g: 8 9 da:
dall'integrale: | w )
) ! I : V =n [ [f(x)]? dx
L ! a
V=] Se)dx s = e

w

Applicazioni in fisica

Velocita e spostamento m 1

Se la velocita di un punto materiale in moto

rettilineo & espressa dalla funzione v(t), lo Consideriamo una forza avente come
spostamento subito dal punto nell'intervallo di direzione |'asse x e intensita espressa
tempo [t;, t,] & dato dall'integrale: dalla funzione F(x), essendo x |'ascissa
i del punto di applicazione della forza.
ft: v(t) dt Il lavoro compiuto dalla forza per uno

spostamento dal punto di ascissa a al

Piu in generale, se f'(t) e la funzione che esprime punto di ascissa b & dato dall'integrale:

la velocita istantanea con cui varia una
grandezza f(t), la variazione subita dalla jb F(x) dx
grandezza nell'intervallo di tempo [£;, t,] € data :
dall'integrale:

j;l F/(t) dt




1. Dalle aree al concetto di integrale definito

Esercizi introduttivi

- \Teoria p. 130

Test
@00

[N Ricordando il significato geometrico di integrale definito e tenendo conto o Cx+2
2 )
della figura stabilisci quanto vale Jo (x+2)dx: I
(A]2
4 : i Il -
6 23 K
D!8
ﬁ Ricordando il significato geometrico di integrale definito e tenendo conto A
della figura stabilisci quanto vale J cos xdx:
[Al0 o 1l y=cosx
n, _3m 3
2 \/_E o = : X
i 2 2 |
04 o
o
ﬁ Ricordando il significato geometrico di integrale definito e tenendo conto A
5 Y
della figura stabilisci quanto vale I 5\! 25— x2 dx: T
- 51 y=V25-x
Sm 15w
— C —
T 257
m by —_— T T -
2 @ 2 -5 (0] 5 X
e00
Vero o falso?
a. j:cosxdxzo
-1
b. J_4 5dx & un numero negativo
-1
e [ 1dx=-2
3 3
d. J_3x4 dx = ZJO x*dx
3
e. I_3(x4 +x3)dx=0

[2 affermazioni vere e 3 false]

ﬁ Vero o falso?

b
a. se f¢ una funzione continua su [g, b], allora _[ f(x)dx ¢ il limite per n — +eo di una somma di Riemann
a

della funzione fnell’intervallo [a, b]

b
b. se f¢ una funzione continua su [a, b], allora I f(x) dx rappresenta un numero reale
a

[v][E]

b
c. se fé una funzione continua su [g, b], allora I f(x) dx fornisce 'area della regione limitata dal grafico
a

della funzione y = f(x), dall’asse x e dalle rette di equazionix=aex=»b
d. se fé una funzione dispari, continua su [—a, a], allora J.f fx)dx=0

a
e. se f¢ una funzione pari, continua su [—a, a], allora j flx)dx=0
—a

[3 affermazioni vere e 2 false]



2. Proprieta dell’'integrale definito e teorema del valore medio

Calcolo di un integrale definito in base al significato geometrico

e00
[l In riferimento alla funzione y = f(x) il cui grafico & mostrato in figura, calcola i valori dei seguenti integrali,

interpretandoli in termini di aree con segno. A
-1 5
a. | flx)dx e. [ flodx
1 6 ]
b. L fx)dx f L fx)dx
2 7 =
c. jo fx)dx g. L fx)dx X
4 6
d. [ feodx h. [ f(odx
o [a. 1;b. 7;¢c. 8;d. 8;e. 3; f. —2; g. 0; h. 10] §

A In riferimento alla funzione y = f(x) il cui grafico & mostrato in figura, calcola i valori dei seguenti integrali,
interpretandoli in termini di aree con segno. Nell’intervallo [1, 5] il grafico é una semicirconferenza.

a.jl flx)dx e. J6f(x) dx Y k
- 5 \2 y =)
5 6 \
b. L f(x) dx f jl fx)dx o
-1 [ 1
¢ [ fdx ANOL SIS
d. [ ) d h [ feodx

[a.Z;b.Zn;c.%+n;d.%+2n;e.—l;f.27t71;g.2n—%;h.21t+1}

Calcola il valore dei seguenti integrali, interpretandoli geometricamente in termini di aree con segno, dopo avere
tracciato il grafico della funzione integranda.

.oo J. 3dx [15 ﬁ I || dx [%}
ﬁ I (x+1)dx [%} ﬁ _’.:\.1'16—x2 dx [4)]
ﬁ J‘_33V9_x2 dx [9771 ﬁ ‘[_33(1— |x]) dx [-3]
@00 .) 880 4

Kl [ @x+ndx L [)1- ol dx (6]

2. Proprieta dell’integrale definito e teorema
del valore medio Teoria p. 133

Esercizi introduttivi

@00
ET Vero o falso?

Siano fe g due funzioni continue nell’intervallo [a, b].

a. [ 100+ 2800 dx = [ foo)dx+2 glox) d
b. [ x f)d = x [ fo)d
c. [ fede+ [ o) dx =0
d. [ fegede = [ fydx- [ gto)dx
e. se f(x) > g(x) per ogni x € [a, b], allora j flx)dx >j g(x)dx
f se j f(x)dx =0, allora f(x) = 0 Vx € [a, b]

[3 affermazioni vere e 3 false]



' Lintegrale definito

Test
@00

[FA Sapendo che J: flx)dx=3e Jj f(x)dx = 4, stabilisci quanto vale Jj flx)dx.
7 1 -1 [D]-7

[Tele! 5
EI¥ Sefé una funzione continua e positiva per ogni x € R, alloraj ) f(x)dx:

& positivo
& negativo
¢ nullo

[D]le informazioni date non sono sufficienti per stabilirne il segno
[ le]e]
ELER Quale delle seguenti disuguaglianze & falsa?

1 -7
J.Osin4 xdx =0 j_17(2—sin3x)dx >0

1 0 ]
LlnxdeO Iﬁljle_" dx<0

Proprieta degli integrali definiti

[ 20 JESERCIZIO GUIDATO
Sapendo che:
[r@=2] fw=3] fx=8
0 >Jo >J2
calcola, se possibile, il valore dei seguenti integrali.

a. | fx)dx b. [ fw) dx c. [} fx)dx d. [ f dx

5 2 5

a. jo flx)dx = jo f@dx+ [ f@dx=......
2 2 1

b. L fx)dx = jo fx)dx — jo fO)dx = ...

5 2
d. L fx)dx = L o) dx + ... [a. 11; b. 1; c. =3; d. 9]

@00

PAR Sapendo che:
1 3 5
jo fx)dx =3, L fx)dx =4, L fx)dx=6
calcola, se possibile, il valore dei seguenti integrali.

a. jj Fx)dx b. jj F(x)dx . j: Fx) dx d. | 12 Fx) dx

[a. 2; b. 7; c. —9; d. non determinabile con le informazioni date]

[ le]e] 7 0 5
P73 Riscrivi l’espressione Jo flx)dx + Jla flx)dx + L f(x) dx sotto forma di un unico integrale.

[ 1 le]
PE] Sia funa funzione continua in R e pari, tale che J.ITO flx)dx=22e IOS f(x)dx =10. Calcola il valore dei seguenti
integrali.
10 10 10
a. jo flx)dx b. [ xf@)dx e [ fedx [a. 11;b. 0; c. 1]
[ 1 ]e] 5 10
I} Sia funa funzione continua in R e dispari, tale che J.o f)dx=7e '[0 f(x)dx =13. Calcola il valore dei seguenti
integrali.
a [ fx)dx b. [ x? flx)dx e [ fedx d [ fedx [a. 65 b. 05 c. —6; d. 6]
5 -7 -10 -10



2. Proprieta dell’'integrale definito e teorema del valore medio

[ le]e]

P Qual ¢ il massimo valore possibile di j: flx)dx se f(x) < % per ogni x € [0, 4]?

900
I Qual ¢ il minimo valore possibile di J.; flx)dx se f(x) 2 %per ognix € [2, 6]?

Sfruttando il teorema del confronto, dimostra le seguenti disuguaglianze.

@00 .3 3 800 1
3 4 3 4
mJ.lx deLx dx mjox deij dx
@00 4 ﬁ T < T dx < T
B 125 | Jo+x?dr<20 E—J% SInxax s =
80 .5
(Suggerimento: osserva che 3<+/9+x* <5in [0, 4].) ElN o< J: cosx dx < gn
Valore medio
800
[EP3 Vero o falso? Riferisciti alla figura.
a. il valore medio della funzione f(x) nell’intervallo [-2,2] & 0, perché =5 ¥ 1
I'intervallo [-2, 2] & simmetrico rispetto all'origine - e
b. il valore medio della funzione f(x) nell’intervallo [-2,2] & certamente ey P
compresotrale5 ' \ Jy
c. il valore medio della funzione f(x) nell’intervallo [-2, 0] &€ maggiore di 2 yo 1 ! |
d. il valore medio della funzione f(x) nell’intervallo [-2, 2] & 4, perché ; ; -
f2)=f2)=4 2 9 2]«
[2 affermazioni vere e 2 false]
| 33 JESERCIZIO SVOLTO

Calcoliamo il valore medio M della funzione f(x) = 1 — |x| nell’intervallo [-1, 2]. Successivamente, determiniamo il
numero (i numeri) ¢ € [-1, 2] per cui risulta f(c) = M.

2
Per calcolare l’integralej : f(x)dx & sufficiente ricordare il significato geometrico dell’integrale definito in termini di

aree con segno:

2
j_l(l— | x |) dx = area (ABC) — area (BDE) =1 —% = %
1
Pertanto: M = —2— = L
2-(-1) 6

Il teorema della media integrale assicural’esistenza dialmenounc € [-1, 2] \

per cui f(c)= % Infatti:

y
1 5 5 s
1—|C|='g Ly |C|='g Ly Czig 1 L/ \X=1|X|
Y=t [ M

La figura illustra il significato geometrico del teorema: nell'intervallo ——#+——F———%g——4——
[-1, 2] l'area della regione colorata in arancione «al di sopra» della retta

/_'1 | O / 1 D | x
o S

1 ; . . . .| 6 6

y=ec uguale all’area della regione colorata in azzurro «al di sotto» di -

quest’ultima. N

Dopo avere tracciato il grafico della funzione f(x) nell’intervallo indicato, determina il valore medio M di f(x) e i
valori di c appartenenti all'intervallo per cui risulta f(c) = M.

[ le]e]

B f(x)=2x+3 [1,3] [M=7;c=2]
B f(=cosx  [omn] [Mzo;c:iﬂ

B f()=-x-1 [21] [ :_%;C:_L}

[ 1 le]

Bl f(x)=+v1-x% [-1,1]

1
=
I
B
S
Il
-+
rd
=
(@)Y
[
3
%)
| |




r

Lintegrale definito

L 1 le]
EI] Calcola il valore medio, nell’intervallo [-2, 2], della seguente funzione definita a tratti:

—2x—-2 -2<x<-1
F)=IV1-x —1<x<l [E

2-2x 1<x<2

Interpretazione di grafici

@00
[EE Determina il valore medio della funzione rappresentata, nell’intervallo [—4, 4].

)
Y

:1-\

: : A P
_4 1o \ X
[ le]e]

FT] Determina il valore medio della funzione rappresentata, nell’intervallo [-3, 3].

w©o

?\Jfo} 3|,

2 e 4

3. Funzione integrale e teorema fondamentale
del calcolo Teoria p. 136

Esercizi introduttivi

@00 X

7P Data la funzione F(x) = % dt, quanto vale F’(0)?
(A]-1 -
0
1
(]2

@00 ¥
P2 Quale delle seguenti ¢ la derivata della funzione F(x) = -[0 sin (£2) dt?

(Al F’(x) = sin x* [c] F'(x) = 2x cos x?
[B] F/(x) = cos x* [D] F'(x) = 3x? sin x°

@800

FEY Quale delle seguenti funzioni ¢ la primitiva F (x) di f(x) = ¢ tale che F(1) = 0?
F= " et

Flx) = jl" et dt
F(x)= J._x:l et dt
[D] F(x) = Lx_l et dt

®00
71 Sia f: R — R una funzione continua. Quale delle funzioni seguenti non & una primitiva di f?
X 0
A f(x)dx o] flxydx
X 1
B[ fx)d -] fx)dx



L N R TN Y]

3. Funzione integrale e teorema fondamentale del calcolo

Interpretazione di grafici

@00
5] Sia fla funzione il cui grafico & quello in figura;
considera le funzioni:

F)= | fidt
G =] fat

considera le funzioni:

F(x) = jo f(t)dt
Glx) = L f(dt

are:a =21 :y=:f(x) '

y=fx)

Yele)
T3l Sia fla funzione il cui grafico & quello in figura;

b,

243 21 |09
2l f
_ Y .

Tenendo conto dei dati annotati in figura determina:
a. F(-3) b. F(4) c. F(8)
d. G(-3) e.G(4) f. G(8)

a. F(2) b. F(5)
d. G(2) e.G(5)

LR R L R R L L L L L R R L L R R R R R R ]

Derivate di funzioni integrali

c. F(8)
f. G(8)

Tenendo conto dei dati annotati in figura determina:

[ 47 JESERCIZIO GUIDATO

Senza determinare I'espressione analitica delle seguenti funzioni, calcola la derivata prima:

53 1 252 1 2x 1
a. f(x)= J dt b. glx) = dt c.z(x)= J‘ dt
0 53

1+t o 1+t 1+t

a. Si tratta di una funzione integrale, quindi la derivata ¢ la funzione integranda, valutata per ¢ = x:

frx)=

T 1+xt

b. Osserva che la funzione g si puod ottenere come funzione composta della funzione f del punto a; precisamente

g(x) =f(2x), quindi:
) =D[f2x)] = 2x)" - f'(2%) = oo

c. Si puo scrivere:

0 2x x 2x
Z(@:J 1 de L dt=—f 1 dt+j L dt=—f(x)+ g(x)
x 0 0

1+t o 1+t4 1+t 1+t

essendo f e gle due funzioni dei punti precedenti. Quindi:

Zx)=—f(x) + ¢ (%) = .

Senza determinare I'espressione analitica delle seguenti funzioni, calcola la derivata prima.

@00 g N @00 ~ x* 1 sy 2X
48] f(x)_jo e dt fo=er1 El f(x)_fl e [f(x)_ x8+1]
ﬁ f(x)=J._21x e tdt [f(x) = 2¢74] ﬁ f(x):ij sin 2 dt [f’(x) = 3 sin 9x* — sin x?]



" Lintegrale definito

o
(]
O

flx) = J.:: cost?dt
x+1
fo=|

d
tt+4

o
L
o}

t

o
o
e}

fx)= IO atrctantdt—J.x2 arctan t2 dt
2x 0

2x

55 | f(x)=JOarctantdt+f 1

o 1+t

[f’(x) = 3x* cos x° — 2x cos x7]

{f’<x>: L5 1}

(x+1)*+4 x*+4

[f"(x) =—2x arctan x* =2 arctan 2x]

’(x) = —arctan x + ———
[f(x) arctan x l+16x4}

[ 1 le] X
3 Data la funzione f(x)=-1+ L (In?t+2)e "' dt, determina l'equazione della retta tangente al grafico di f nel

punto di ascissa x = 1.

2 2
=Zx—=—1
et

ee0 2x
57l Datala funzione f(x) = J t cos’ tdt, determina 'equazione della retta tangente al grafico di f nel punto di ascis-
T -

sax=—.
2

| 58 JESERCIZIO SVOLTO

sin*t dt
Calcoliamo lim S

x—0 X

[y=—2nx+ %]

Il limite si presenta nella forma indeterminata O ¢ sono soddisfatte tutte le ipotesi per applicare il teorema di de

I’'Hépital, quindi:

Ixsin4tdt o

e sinfx 1. (sinx 1
lim 3 =lim T = lim =
x—=0 X x=0 5x 5lx—>0 X . 5
51
Calcola i seguenti limiti.
X xz 2
®00 .[ sin®tdt B 000 et
B lim—— [— BH lim 20— 0
x—0 X 4 x—0 X
3x
00 ij1+t4dt 1 Y Ye) Jz 1+t dt
(50 T I e ] e — oo
X—>+oo0 X 3] x—0 X
jx t3dt JQx £ +1 dt
@00 X — e 7
o P 4] B e 2 4]
x=0 X 4 X—>too Inx? 2
Py 1 ("8 eeo Ixa(cos 2 —1)dt
A lim |— dt [0] I _L
xoteo{ X)) t*+1 xlg(l) x5 10
Grafici di funzioni integrali
[ 1 le] 80

74 Considera la funzione f: R — R di cui ¢ stato trac-
ciato il grafico in figura. Traccia un grafico qualitativo

della funzione y = J._Xl f(t)dt.

[T Considera la funzione f:10, 7] = R di cui ¢ stato
tracciato il grafico in figura. Traccia un grafico qualita-

tivo della funzione y = J.lx f(t)dt.

)
84

PN E S .




4. Calcolo di integrali definiti e loro applicazioni

Calcolo di integrali definiti

4. Calcolo di integrali definiti e loro applicazioni

-\ Teoria p. 139

] Qual éil valore dell’integrale I f’(x)dx, supponendo che fsia continua, f(4) = 8 ed f(2) =52

Test
00

A2 B3 [cl4
m Qual ¢ il valore dell’ 1ntegrale J T dx?

Aln l - o

[D] Le informazioni sono insufficienti per stabilirlo

[D] Nessuno dei precedenti

Calcola i seguenti integrali definiti.

®00 ) 47
2 _ =
[ 71 | J.O(x 2x)dx [ 3]
eco (23 7 |
L ara ™ 5
& 8 a
1 9
i L T [2_
@00
i e | o o

P Cambierebbe la risposta se I'integrale da calcolare
1
fosse Jo e* dt?

[e2 — e si, €27

@00 (2
x+1 dx (In 3]
76 jz(t—l)(t+2)dt [Z
0 3
@00 (4 .
1 1 5
mjzxz—ldx [_21119_
@00 7
m J 2t+2dt |:_;T(e4_1)_
25 (! 1 1]
2X _ X —p2 _ g
m Jo(e e¥)dx |:2€ e+2_

i%] J [Lln_’)_
2x2 +1 2 J
eco (2( o
81 j (7—3)dx [-2]
1

52| f s 2]

ﬁ 4 x+1

jo(z ~3)dx [mz ~12

[ Ie]e]

B (22 [21n 3 + 4]
2 X

800

85 | j (4e +3sin x) dx [2(e? — )]

900

86 | J x(x? +2)Y dx [0]

[ Te]e]

mJ‘ 3%, px 4
J3e3_xdx

2
ﬁ Jf(2x+3cosx)dx

.OD J lnx

ﬁl j x? +6x+9
ﬁ f(,\/xl?dx

00

96 | J sin 2xdx

N

Jx?+4
ﬁ J4—(J;; 1)2 dx
B [

800

100 J sin? x cos xdx

2x+4

[ le]e]

1
101 -[o xe ¥ dx

4

®00 3 4 x2

102 = dx
1 x

eco (& -
103 cos 2x—? dx
0

[% In 3_
[% In 6_

[arctan 4— s
4

(1]
2In2-1]
[2—-41In2]




ml.’integrale definito

00 .z )
J.o sin x cos” xdx

[ﬁ J x+2

eco (¢ X2 -1

i | ( )dx
1 X

o7 R
jo Vx+4 x

i [
0 4—X2

.00

J. In xdx

®00 .,
110 Jo(az—xz)dx, aeR

@00 .
J.o x sin xdx

[ Ie]e] £

112 _[02 sin 2u du

.OO

J.xv'a —x*dx, aeR'
@00
114}

—dx, cona>0
a?

4 Camblerebbe la risposta se a < 0?

eco (¢ 1
15 j dx
. Xxvlnx

®00 J.()

SERsEERRRRNED

. arctan xdx

eco (! o
i [ =
g€ +2

E[ﬁ J cosx

smx
@00
b [+ inxds
[ Ie]e]

120) nxsiandx

0
eoc 1

x—2

———dx
[&I J x2+3x+2
Em J‘ x? +2x
eco (2 x
| o

0 x“+1

124 jfltds+t2 dt
172 N

[2-31n2]
[% —2In 2}
2]

)

[2v3 -2]

1 T
[2 In2- 4:‘

[In(2+e)—1n 3]

.OO

J xe*tdx

i [
ﬁjuﬁ‘l
oo

J_3x2+9x

ﬁ J.:lenxdx

@00 2n
I

sin 2x cos xdx

222 (7 x+1
132] ————dx

1 X“+2x
@00

133 _[ x(Inx+1)dx

[ le]e]

134 J 4xe > dx

[ 1 le]

1 )
135 _[0 sin” xdx

136 ) [ —
—_—dx
J_1x2+2x+5

ﬁjl X Tdx

1+x*

eeo !

080 ..
139 J sin® xdx
—-T

[ 1 le]

140) I tan® oo do
s1n2x
__cos x

80 x
142 Jz 17 dx

J x2+2x+2dx
-1

° J arcsin x I
1V1-x?
NEY

980 2

[EE J arc;an X dx
0 x“+1

®80 ..

J _xsin2xdx

T

2]

[e— el
[1+1n4]

|:10 In2- ~—:
H

[%(364 —e )—
-3
304,
et
[1-2e7Y
=

L2 ]

T

L8]

]

L8]

[2 - % -3
[n]

-5
[4-2v2]

[3 In3+ "3—_




L N P Y T Y

[ﬁj Xcosx
T+x?

ee0 1
i |
axt+l

[ 1 le]

149 J. (x? —x°)dx
x sin® x

i [

eeo .4
151 J0x|x—2|dx (8]
®80 .2
152)] J.O(xz—l)exdx [e2—1]
[ 1 Ie)
153 J (x? +3x+1)e~ dx [-12]
[ 1 ]e] 5
154} J xIn(x—1)dx |:71n3 4
EE j l:Zln-—-+=—
x? —4 i
eeo (2
4x 125
—d 2ln—
156 J.O Crdx+3 " [ 1781
eec 1
157 j 4L g [2- 367
o @

ﬁ jjl|xz —1|dx (8]

4. Calcolo di integrali definiti e loro applicazioni

ﬁ JO ﬁdx [\} et +1 - \1’7]

880 JT 1 d |:1 \‘!g_
— x —
z tan® xcos? x 3 |
eoe (¥ in?x+2cosix 1. 7
61 j sin’x+2cox Lins
o sin2x 4 J
6
eoe (0 2 .
162] j ( X ) dx [—8——21113
L\x—1 3 i

B 202 3¢ 6]

® .2 8'

2 _ P

(T [ e - 21l dx [ 2]
® Ly2

s r-2]
P+

eee ! 7

1 T 1 9

L [—+—1 2

[ L P2+ x+2 10 10 8]

I.Iﬁ lex arctan xdx

Determina per quale o quali valore/i del parametro & vera ciascuna delle seguenti uguaglianze.

900 _—
171] J_kk(3x2—2x)dx=8 [k=¥4]
@00 . 7 1
3 1y _ — 1 — 4
172] jo[x ko +(2k = D)x +kldx = = [k 2}
e
73] [ 12k =3)sin x + kcos x]dx =2 k=2]
174 fw_k+1 =% k=3
2+4 6
@00 (k 1 P L
5 J‘l Py x [k=6]
eco (4
k+1 1
17 —1)x> - = ==
6 J‘l [(k 1)x* +2kx J;}dx 6 [k 2:|
[ ls]e]

4.
REE [ (ksinx—3 cosx)dx =5 k=2]
.

eee (N2 2% _ ox .

168| J T dx [l—Zln-—
0 -

ﬁ J9—1 dx [i_
o Vx+16 —Jx 3

YY)

170 I X [sinx|dx (37]

eeo rk T

mj_k4+x2dx=z lke=2]

dx=1 [k=1InQe—-1)]

S (e
0 €+l

180) f | [k=-1]
——dx =1 =-1
0 \.'kxz +1
eeo 24 I~
181 J 2x dx=In2 [aziiz—}
. X2+1 2
@0 3 =
182 j Fsin (kx) cos* (kx) dx = V2 k [k:iﬁ}
e 10
eeo [k
dx == [k=2]

v'kz—x

ﬁj In (kx) geoL
'k' X 2




Lintegrale definito

Argomentare e dimostrare

800
[EE Siafuna funzione continua in [a, b]. Barbara afferma: «Se rlsultaJ. f(x)dx =0, allora f(x) = 0». Paolo non & d’ac-

cordo con Barbara: «Ti stai sbagliando: la tua affermazione ¢ falsa, ¢ vero il viceversa!». Alessandro dissente con en-
trambi: «Entrambe le vostre affermazioni sono false». Chi ha ragione? Giustifica adeguatamente la risposta, fornendo
se necessario opportuni controesempi.

IIE Siano f e g due funzioni derivabili in [a, b]. Barbara afferma: «Se risulta J fx)dx 2 J. g'(x)dx, allora & anche
J flx)dx =2 J g(x) dx». Paolo non ¢ d’accordo con Barbara: «Ti stai sbagliando: la tua affermazione ¢ falsa, & vero il

viceversal». Alessandro dissente con entrambi: «Entrambe le vostre affermazioni sono false». Chi ha ragione? Giusti-
fica adeguatamente la risposta, fornendo se necessario opportuni controesempi.

T R Ry Y Yy}

Calcolo di integrali definiti per sostituzione

[ Yele)
[[7l Test. Eseguendo nell’integrale J xv x +7 dx la sostituzione v x +7 =t, si trova che I'integrale dato equivale a:

W[ e -7)de

j;t(tz —7)dt
_[f72t2(t2 —7)dt

(D] j§2t2(t2 —7)dt

1188 ESERCIZIO GUIDATO

CalcolaJ s dx, eseguendo un’opportuna sostituzione.

e Ponix+1=t,dacuix=t—1edx=dt
¢ QOsserva che:
—sex=0allorat=......
—sex=1allorat=.....

! | 1
¢ Pertanto: J %dx = f —dt=..... [—}
o (x+1) 1t 12
Calcola i seguenti integrali definiti, eseguendo opportune sostituzioni.
000 .3 7 ooo
189 I xNx+1dx 112 _[ x¥x+1 dx 300,
-1 15 | 7
eco (4 x y 7107 eco 4 p |
in —_— — 197/ 4—-2In3
LJZxH * |3 J01+J? * [4=21n3]
@00 . g eeo 0
([ x(x-1)dx S I 195 [ IR [In(e+1)~In2]
0 |30 e +1
@00 X Mo eeo (2 [ o
e 2__
192 Sty dx 27 | 199 LA dx arctan 4|
eocc ! Jx . ee0 . .
5 4
2 —ir— o
[m f0x+1dx [ 2 | E?mjoe dx [ e |
@00 5 7 eec (! 2 27
. . 14 X T 3
9] Videolezione S [— J ——x [——
= |7 3 I A oy 372 ]
eco (8 | 7 eesc ! 2 7
195 f x—“dx [2+1ni Jx—dx |:l—iln3
;X 2 ] 0 J3+ x2 4 ]




YR R Yy

Argomentare e dimostrare

[ I le]

4. Calcolo di integrali definiti e loro applicazioni

PIE] Supposto che fsia una funzione continua in R e che j f(x) dx = 4, stabilisci se & possibile calcolare il valore dei

seguenti integrali e, in caso affermativo, determinalo:

a. f: f(7) dx b. jo f(3x)dx

H 4
l:a.S,b. 3}

Em Supposto che f sia una funzione continua in R e che J. f(x) dx = 6, stabilisci se & possibile calcolare il valore dei

seguenti integrali e, in caso affermativo, determinalo:

a. Jo f(2x)dx b. fo f (?) dx

[a. 3; b. non calcolabile con le informazioni date]

ee0 4
PIE Sia funa funzione continua in R e pari, tale che Io f(x)dx = 7. Calcola il valore dei seguenti integrali:

a. | fwdx

3
b. | x fr)dx
c. J.Ozxf(xz)dx

[ 1 le]

‘:a.14; b.0; c. 1}
2

PIT] Sia funa funzione continua in R e pari, tale che I f(x) dx =12. Calcola il valore dei seguenti integrali:

j flx)dx
b. [ S dx
c. J‘lxz fx®) dx

[a.24;b.0;5c. 8]

Applicazioni al concetto di valore medio

2070 ESERCIZIO GUIDATO

Considera la funzione f(x)=+/x. Determina il suo valore medio M nell’intervallo [0, 4] e stabilisci per quale

c €[0,4] risulta f(c)= M.

¢ In base alla definizione, il valore medio M é:

J:\/;dx
M:4—_0: .....

¢ Ilteorema della media integrale garantisce l'esistenza di un numero c € [0, 4] per cui f(c) = M. Per trovare il valore

di ¢ richiesto devi quindi risolvere 'equazione \'c =

In definitiva, c=.....

Di ciascuna funzione calcola il valore medio M nell’intervallo indicato a fianco. Successivamente, determina il
numero c appartenente all’intervallo considerato per cui risulta f(c) = M.

% fx)=x"-1 [1,2] [M_ 11 2%,15
ﬁ f(x)=3x2—x [1, 3] |:M:11;C:1+v;133
[ le]e] o B 62—1_ B 62—1
Hll f(x)=e [0,2]{]\4_ : ,C—ln( = )
Bl foo=— w9l [-Lic-s

ﬁ flx)=+x (1, 9]

800 - 6_32
PIE] f(x) = xe™ [0, 4] [T}
214 In13

AN f(x) = 2+1 2, 8] [ 2 }
FE fe= [0, 1] [In 2]
800 . -
P f(x) = 2 — 1, 1] [Z_
ﬁ f(x) = sin® x cos x [% n:' [_ %
213 fl)=xe™ [0, 4] E o %(;4_
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Lintegrale definito

Una funzione é detta a media nulla in un dato intervallo se il suo valore medio é 0. Determina (se esistono) gli
eventuali valori del parametro reale k per cui le funzioni seguenti sono a media nulla nell’intervallo indicato.

@00 .
FAl f(x)=-x*+kx+1 [0,2] [k:?
B f(o)=e+kt [0,1] [k:%(l—e)_
ﬁ f(x)=1+kcosx [—%,%} [

BH fo=x+ke 2,2 [akeR]
% f(x)=x"+kx [-2,2] [VkeR]

Realta e modelli

[ le]e]
PPZ] [ La temperatura (in gradi Celsius) in una citta varia in un giorno secondo la legge T'(¢) =14 — 8cos( 5 )

essendo t il tempo, misurato in ore, trascorso dalla mezzanotte. Qual & la temperatura media nell’intera giornata (cioe
nelle 24 ore)?

D E se pit generalmente fosse T'(f) = A — Bcos(%t), dove A e B sono due costanti? (14 °C; A °C]

[ Ie]e]
PPE Prezzo di un bene. Il prezzo di un certo bene (in euro al kilogrammo) nei cinque anni dall’inizio del 2009 alla

fine del 2013 ¢ bene interpretato dalla funzione:
p(H=20+03t+3e>""  con0<t<60

essendo ¢ il tempo (misurato in mesi) trascorso dal 1° gennaio 2009.
a. Determina 'anno e il mese in cui il prezzo del bene, nel periodo considerato, & stato minimo.
b. Determina qual ¢ stato il prezzo medio del bene nei primi due anni. [a. Agosto 2010; b. circa 32 euro]

[ le]e]
PPI] Popolazione di una citta. Si & stabilito un modello matematico secon-

do il quale la popolazione di una citta, nei prossimi 20 anni, crescera alla
velocita (in unita/anno) espressa dalla funzione:

600t
20+
Stabilisci, in base al modello in esame:
a. di quante unita crescera la popolazione tra il quinto e il decimo anno;
b. qual ¢ la velocita media di crescita della popolazione nei 20 anni in cui
il modello & supposto valido.
[a. 2794 unita (arrotondando a un numero intero); b. 546 unita/anno (arrotondando a un numero intero)]

v(t) =500 + ———

[ 1 le]

PPIl T R asaitel Considera una corrente alternata di intensita i(t) = I,; sinwt.
a. Determina il periodo T della funzione i(f).
b. Calcola l'intensita efficace i, della corrente alternata, ricordando che ie2 ¢ il valore medio della funzione i*(¢)

sull’intervallo [0, T7. {a 720 X 2 N2 . }
A= M

Applicazioni al concetto di funzione integrale

Determina I'espressione analitica delle seguenti funzioni integrali.

@00 . @00 x g 1 -
F(x)= Ln sint dt [F(x)=1—cos x] PEN] F(x)= f —dt, con x > ¢* [F(x) = Elnx -1
Yool x 2 16 Yoo} 1 1 1]
229 F(x)—j4 Jt dt [F(x) xdx — 3 } PRIl F(x)= 3 dt,conx>1 {F(x)— > o |
[ Yoo} _—
PEY] F(x) = 5 [F(x):—Zarctanx+x+——1
k! 2

900 x
PER] F(x)= Io In(t> +1)dt [F(x) =2 arctan x + x In (x* + 1) — 2x]



4. Calcolo di integrali definiti e loro applicazioni

@00 2

234 [F(x): 1, x +1}
2 2

00 2

@ F(X) = J._xl arctantdt |:F(x) = xarctanx_é—ln-.xz—-i—l_ %:|

Interpretazione di grafici

Yele)
Determina I’espressione analitica della funzione F(x) = J_xl f(t)dt, conx e [-1, 6], essendo f: [-1, 6] = R la fun-

zione di cui @ tracciato il grafico in figura.

A
Jy
4
E E 4x+4 —1<x<2
; ; - F(-x): 1 2
1 o 2 6 X —Ex +6x+2 2<x<6

[ 1 le]
PE7l Determina I’'espressione analitica della funzione F(x) = I f(t)dt, conx € [0, 6], essendo f: [0, 6] — R la funzione

di cui ¢ tracciato il grafico in figura.

A
y

4 ......

INGY EESIA ppny e M,

4 P x2 0<x<2
] i F(x)=<{-x*>+8x-8 2<x<5

x> —12x+42 5<x<6

PR TR N

[ Ie]e]

PET] Determina gli zeri della funzione f(x) =2+ J 4r® —6t)dt. [+1,+42]
eco
PEL] Determina gli zeri della funzione f(x)= J.o (2e* -3¢t dt. [0,1n 2]

Variazione di una grandezza in un intervallo

Realta e modelli
2400 ESERCIZIO GUIDATO

Una cisterna viene riempita di acqua a una velocita, in litri al minuto, espressa dalla funzione v(t) = _\/? dove t e
il tempo, espresso in minuti.
a. Quanta acqua é stata immessa nella cisterna dopo 1 ora e 40 minuti dall’inizio dell'operazione (f = 0 corri-
sponde all’istante in cui si inizia a immettere acqua nella cisterna)?
b. Seall’inizio la cisterna era vuota e per riempirla occorrono 5000 litri, quanto tempo sara necessario per riem-
pirla? Esprimi il risultato in ore e minuti, arrotondando ai minuti. Bl

a. Sia f(#) la funzione che esprime quanti litri di acqua ci sono nella cisterna all’istante ¢; il
numero di litri di acqua immessi dopo 1 ora e 40 minuti (cioé¢ dopo 100 minuti) dall’inizio
dell’operazione ¢ dato dalla differenza f(100)— f(0). Poiché f’(t) = v(¢), abbiamo che:

£a00)- £(O)= " f/(t)dt = f OIOOEJt_dtz .....

b. Il tempo incognito x richiesto ¢ quello per cui risulta:

Y Y Y

X
f %\/? dt =5000 [a. 1000 litri; b. 4 ore e 52 minuti]
0




Lintegrale definito
[ Is]e]

Riempimento di un recipiente. Un recipiente, inizialmente vuoto, viene riempito di acqua a una velocita di
1 + £ litri all'ora, essendo ¢ il tempo (in ore) trascorso da quando si ¢ iniziato a riempire il recipiente. Dopo 3 ore,
quanta acqua conterra il recipiente? (12 litri]
[ Is]e] 5
PI¥] Crescita di una popolazione di insetti. Una popolazione di insetti cresce alla velocita di 20 + 6¢ + 3¢* insetti al
giorno, essendo ¢ (in giorni) il tempo trascorso dall’inizio dell’osservazione dalla popolazione di insetti. Da quanti
insetti sara formata la popolazione dopo 4 giorni, assumendo che per t =0 ci siano 18 insetti? [210]
Yot}
PLE] Concentrazione di un farmaco nel sangue. In seguito alla somministrazione di un farmaco, la concentrazione
massima del principio attivo nel sangue del paziente (misurata in grammi/centimetro cubo) risulta C,. Da questo
istante (¢t = 0) in poi la concentrazione inizia a decrescere, con una velocita espressa dalla funzione:

C'(t) =—Coke ™

dove t ¢ il tempo, misurato in ore, e k € una costante positiva che dipende dalla velocita di eliminazione della sostanza
dal sangue e quindi dipende sia dalla particolare sostanza sia dal metabolismo del paziente.
a. Scrivi la formula che esprime di quanto varia la concentrazione del farmaco nel sangue del paziente nei primi 30
minuti dopo il raggiungimento della massima concentrazione.
b. Se un paziente elimina la meta del farmaco in 4 ore, quanto tempo sara necessario per eliminare il 90% del far-
maco? Esprimi il risultato in ore e minuti, arrotondando ai minuti. [a. Co(e o 1); b.13 ore e 17 minu ti}

ﬁ Raffreddamento di una bottiglia. Una bottiglia di acqua, alla tempe-
ratura di 24 °C, viene posta in frigorifero alle ore 15. La temperatura dell’ac-
qua decresce da quel momento con una velocita (in gradi Celsius/ora)
espressa dalla funzione:

v(t) = —6e”

dove ¢ ¢ il tempo (misurato in ore) e t =0 ¢ I'istante in cui la bottiglia viene
posta in frigorifero.
a. Di quanto decresce la temperatura dell’acqua dalle 15 alle 18?
b. Quale sara la temperatura dell’acqua alle ore 20?
[a. Di circa 8,3 °C; b. circa 14,5 °C]

Y RN Y]

5. Applicazioni geometriche degli integrali definiti

NTeoria p. 141
Esercizi introduttivi

Interpretazione di g

[ le]e] [ _le]e]
PXE Scrivi una somma algebrica di integrali che espri- FXT] Rappresenta nella figura qui sotto la parte di piano
ma, ’area della regione colorata in figura. la cui area & data dall’espressione:
A ¥ -2 1 3 6
y - Jo feydx+ | flydx= [ feeyde+ [ f(x)dx
y=fx) A -
y .
y=fx)
-3 4 o
O X

o

NI
NV

L e ]




9. Applicazioni geometriche degli integrali definiti

Test

Yo
Eﬁ Per calcolare 'area della regione colorata in figura, quale integrale occorre calcolare?

7 100 - g1 dx

7 lgt0 - r01dx

7 100+ g1 dx

ol [, g - f0))dx

[ le]e]
FXT] Per calcolare I’'area della regione colorata in figura, quale integrale occorre calcolare?

[ 160 - g d AR
fx)==x+2
J. 8- fw))dx A

[ o+ geonax

ol [ 1) - g dx

[ Te]e]
PXT] Per calcolare I'area della regione colorata in figura, quale integrale occorre calcolare?

™
Io cos xdx

z
2-[0 cos x dx

y = cosx

N
/

J

i e ey

b T
J: cosxdx + L’cos xdx
2

o

Nja
--é
\

@ZJ:cosxdx

2

®00
FET] Per calcolare I’area della regione colorata in figura, quale integrale occorre calcolare?

A 1700 - g0l (g T4

(81, 1900 - f)]dx AL T T ET L

3 4
J 10— gtldx + [ Tg(0— fGx))dx

][ 1900 - fo))dx + [ [0) - g

N e i

T T o,




r

Lintegrale definito

@00 @00

PI] Nella figura la circonferenza ha centro nell’origine PEP] Nella figura lellisse ha semiassi di misure 4 e 2, la
e raggio 4, la parabola ha vertice in (4, 0) e passa per il parabola ha vertice in (-2, 0) e interseca I’asse y in (0, —2)
punto (0, 4). Senza utilizzare il calcolo integrale e senza ein (0, 2). Senza utilizzare il calcolo integrale e senza de-
determinare le equazioni delle due curve, stabilisci quan- terminare le equazioni delle due curve, stabilisci quanto
to vale I'area della regione di piano colorata in figura. vale l'area della regione di piano colorata in figura.
4n+% COI%, 4n+% s
4n— 16, 4 — 16
3 “ 3 s
8 8 -
Slan+3 oy NS i
8 8
[D]4rw— ? 0) ) i [D]4m — ? N
800

PEE] Considera il trapezoide limitato dal grafico della funzione y = x> + 1 e dall’asse x nell’intervallo [0, 2]. Per calco-
lare il volume del solido generato dalla rotazione di questo trapezoide intorno all’asse x, quale integrale occorre
calcolare?

2 2
(Al | (<2 + D x (Cln | G+ 1) dx
J.Oz (x* +1)* dx [D| Nessuno dei precedenti
[ Is]e]

PET1 Considera il trapezoide limitato dal grafico della funzione y = x* + 1 e dall’asse x nell’intervallo [0, 2]. Quale
delle seguenti formule fornisce il volume del solido generato dalla rotazione di questo trapezoide intorno all’asse y?

njoz(\/yj)z dy n'[ls(\/yj)z dy
ZOE—EJOZ( y—l)zdy IEIZOn—TtJ.IS( y—l)zdy

®e0 3

PEE] Inventa tu. Fornisci I'esempio di un solido il cui volume ¢ dato dall’integrale nj

v dy. Qual ¢ il volume del solido?

5]

Esercizi sul calcolo delle aree ©

@00 @800
PE] Determina I'area della regione colorata in figura. X7l Determina l'area della regione colorata in figura.

A | Ja

- —

b



@00
Determina I’area della regione colorata in figura.
ll j‘ .l
L) y L]
O -
-2 2 X
y=x*—4
N
3
@00

'R

X [41n 3]

[ le]e]
Determina I'area della regione di piano colorata in
figura, limitata dall’asse x e dagli archi AB e CD delle

parabole di equazioni y =2—2x%*e y =8 — 2x%

A

y=8-2x*

9. Applicazioni geometriche degli integrali definiti

ﬁ Calcola l'area della regione finita di piano che ¢
rappresentata in figura, limitata dal grafico della fun-
zione y = x> —4x? +4x+1, dall’asse x e dalle rette di
equazionix=1ex=3.

b ix=1

Y

y=x- 4+ 4x+ 1

—

x=3 3
[ Ie]e]

FI7] Calcolal’area della regione finita di piano rappresen-
tata in figura, limitata dal grafico della funzione
y =¢e* —2x -2, dagli assi cartesiani e dalla retta di equa-
zione x= 1.

....___
[

'.‘ A i H
P4 .
ol ! -
y=e”72x~%\y :
ix=1 [4—e]

[ le]e]
FIE] Calcola I'area della regione finita di piano rappre-

sentata in figura, limitata dal grafico della funzione
y=2x—4Vx edall’asse x.

A
y

Determina l’'area della regione f